Quantenmechanik und Gruppentheorie.
Von H, Weyl in Ziirich.
Mit 1 Abbildung. (Eingegangen am 13. Oktober 1927.)

Einleitung und Zusammenfassung. — I. Teil. Bedeutung der Reprisentation von
physikalischen Grofen durch Hermitesche Formen. §1. Mathematische Grund-
begriffe, die Hermiteschen Formen betreffend. §2. Der physikalische Begriff
des reinen Falles. § 3. Die physikalische Bedentung der reprisentierenden
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Die Zeitgesamtheit. §10. Kinetische Energie und Coulombsche Kraft in der
relativistischen Qunantenmechanik. — Mathematischer Anhang.

Einleitung und Zusammenfassung.

In der Quantenmechanik kann man zwei Fragen deutlich voneinander
trennen: 1. Wie komme ich zu der Matrix, der Hermiteschen Form,
welche eine gegebene Grifle in einem seiner Konstitution nach bekannten
physikalischen System reprisentiert? 2. Wenn einmal die Hermitesche
Form gewonnen ist, was ist ihre physikalische Bedeutung, was fiir physi-
kalische Aussagen kann ich ibr entnehmen? Auf die zweite Frage hat
v. Neumann in einer kiirzlich erschienenen Arbeit* eine klare und
weitreichende Antwort gegeben. Aber sie spricht noch nicht alles aus,
was sich daritber sagen 148t, umfaft such nicht alle Ansitze, die bereits
in der physikalischen Literatur mit Erfolg geltend gemacht worden sind.
Ich glaube, daf ich in dieser Hinsicht zu einem gewissen AbschluB gelangt
bin durch die Aufstellung des Begriifs des reinen Falles®* Ein reiner
Fall von Atomen z. B. liegt dann vor, wenn der betrachtete Atomschwarm
den hochsten Grad von Homogenitit besitzt, der sich realisieren laft.
Der monochromatische polarisierte Lichtstrahl ist ein Beispiel aus anderem
Gebiet. Der reine Fall wird reprisentiert durch die Variablen der
Hermiteschen Form; die Form selber gibt AufschluB dariiber, welcher
Werte die durch sie reprisentierte Grofe fihig ist, und mit welcher
Wahrscheinlichkeit oder Hiufigkeit diese Werte in irgend

* Mathematische Begriindung der Quantenmechanik, Nachr. Gesellsch. d.
Wissensch. Gottingen 1927, S. 1.

** Wie mir Herr v. Neumann mitteils, ist aach er inzwischen zur Auf-
stellung dieses Begriffs gelangt [Zusatz bei der Korrektur].
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 46. 1
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einem vorliegenden reinen Fall angenommen werden. Auf diese
Theorie des reinen Falles griindet sich erst die Statistik der Gemenge;
v. Neumanns Ansatz bezog sich lediglich auf eine bestimmte Frage in
diesem Gebiet.

Der II. Teil handelt von der tiefer greifenden Frage 1. Sie hingt
anfs engste zusammen mit der Frage nach dem Wesen und der richtigen
Definition der kanonischen Variablen. FEin Versuch in dieser Rich-
tung, der das Problem erst in seiner wahren Allgemeinheit hervortreten
lief, ist von Herrn Jordan unternommen worden® Doch enthalten
seine Entwicklungen eine ernstliche Liicke — indem aus seinen
Definitionen und Axiomen nicht hervorgeht, daf einer Funktion f(q) der
Lagekoordinaten g diejenige Matrix f () zugeordnet ist, die nach dem
gleichen Funktionsgesetz aus den ¢ reprisentierenden Matrizen ¢ gebildet
ist; geschweige denn, daf etwas Derartiges fiir Funktionen der Lage- und
Impulskoordinaten geleistet wiirde. Ohne einen solchen Zusatz ist aber
sein Schema inhaltsleer. Auflerdem ist seine Fassung des Begriffs der
kanonischen Variablen mathematisch unbefriedigend und physikalisch
nicht haltbar. Hier glaube ich mit Hilfe der Gruppentheorie zu einer
tieferen Einsicht in den wahren Sachverhalt gelangt zu sein #%. Der innere
prinzipielle Grund fiir die kanonische Paarung tritt dadurch deutlich
hervor, die sich einstellt, wenn die zugrunde liegende Gruppe eine kon-
tinuierliche ist; aber der Ansatz umspannt zugleich die diskreten Falle
wie das magnetische Elektron (Vierergruppe), wo von einer kano-
nischen Paarung verniinftigerweise nicht mehr die Rede sein kann. Im
kontinuierlichen Gebiet mache "ich gegeniiber dem differentiellen den
integralgen‘Standpunkt geltend, indem ich iiberall die infinitesimale
Gruppe, an welche die Formulierung bisher sich klammerte, durch die
volle kontinuierliche Gruppe ersetze. Der Ubergang zu Schridingers
Wellengleichungen 1#6t sich dann in aller Strenge vollziehen. Als
weiteren Erfolg meines Ansatzes mochte ich anfithren, daf er gestattet,
den Funktionalausdruck einer Grofe wie etwa der Energie durch die

* {Jber eine neue Begrimdung der Quantenmechanik, ZS. f. Phys. 40, 809,
1927; 44, 1, 1927, Vgl. ferner P. A. M. Dirac, Proc. Royal Soe. (A) 118, 621,
1927, und D. Hilbert, J. v. Neumann, L. Nordheim, Uber die Grundiagen
der Quantenmechanik, Math. Ann. 98, 1, 1927.

#%* Diese Verkniipfung mit der Gruppentheorie liegt in ganz anderer Richtung
als die Untersuchungen von Herrn Wigner, die erkennen lassen, daf die Struktur
der Spektren nach ihrer qualitativen Seite hin durch die bestehende Symmetrie-
gruppe bestimmt ist (mehrere Arbeiten in der ZS. f. Phys. 40, 492 und 883; 43,
624, 1926/1927).
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kanonischen Variablen nach einer eindeutigen Vorschrift auf die Matrizen
zu iibertragen, um was fiir Funktionen es sich auch handeln mag; wihrend
die bisherige Fassung sich ernstlich nur auf Polynome bezog und auch
dann noch dahingestellt bleiben mufte, ob man ein Monom wie pPq im
Matrizenkalkiil als p?q oder gp® oder pgp oder als eine Kombination
von dem allen zu interpretieren hatte.

Die Durchfiihrung konkreter Fille verlangt die Losung des dyna-
mischen Problems. Das ist wohl im Grunde die Aufgabe, unter den
GroBen des Gruppengebiets diejenigen zu ermitteln, welche den gemessenen
Ort und die gemessene Zeit bedeuten. Hier liegt ein Schema bisher nur
fiir den Fall vor, daf die Zeit als einzige unabhingige Verinderliche
auftritt (AusschluB der Feldtheorie) und daf die Zeit auch nur als unab-
hiingige Variable, nicht als reale Zustandsgrofie vorkommt (Ausschlufl
der eigentlichen Relativititsmechanik). Dennoch 148t sich wenigstens
der relativistische Ansatz der kinetischen Energie ohne weiteres in die
Quantenmechanik f#ibertragen. Ich behandle diese Dinge im letzten
Kapitel mehr zur llustration der allgemeinen Theorie. Die Analoga der
Schrodingerschen Schwingungsgleichungen sind dabei keine eigent-
lichen Differentialgleichungen, sondern an Stelle der gewthnlichen
Differentiation treten differentiatiomsartige Prozesse.

Uber die benotigten mathematischen Begriffe und Tatsachen habe
ich in eingeschobenen Absitzen kurz referiert. In einem Anhang sind
die wichtigsten mathematischen Fundamente der Theorie durch Beweise
gestiittzt worden. Dem physikalischen Leser hoffe ich damit mehr zu
dienen als mit Hinweisen auf die mathematische Literatur, die ihm das
hier Erforderliche meist nor in Verschlingung mit anderen, ihn mnicht
interessierenden Dingen bietet.

I. Teil. Bedeutung der Représentation von physikalischen
GroBen durch Hermitesche Formen.

§1. Mathematische Grundbegriffe, die Hermiteschen
Formen betreffend. Die in der Uberschrift angekiindigten Grund-
begriffe und -tatsachen stelle ich hier in der Nomenklatur der mehr-
dimensionalen analytischen Geometrie kurz zusammen. Das Abweichende
von der gewohnlichen #-dimensionalen Geometrie liegt darin, daf die
Komponenten der Vektoren ,

= (xv Loy + ooy xn) (1)
1%
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nicht nur reelle, sondern beliebige komplexe Zahlen sein kénnen, und
daf als Quadrat des Betrages eines Vektors dementsprechend die
sHermitesche Einheitsform¢

[ = 2y, & 2,8 + oo + @ (2)
der Metrik zugrunde liegt (der Querstrich bedeutet den Ubergang zur
konjugiert komplexen Zahl). Vektoren (1) werden in der iiblichen Weise

mit Zahlen multipliziert und addiert. Sie bilden eine #n-dimensionale
lineare Mannigialtigkeit, den Vektorraum oder Vektorkérper R,; d. h.

es lassen sich auf mancherlei Art #» Vektoren ef, ef, ..., ¢f so auswihlen,
daf jeder Vektor y auf eine und nur eine Weise in der Form

e ¥ % % 5% ¥ %K

e A + o + TpCp

sich darstellen 148t. Wird z. B. ¢} als der Vektor e, — (0,0, ..., 1,0, ..., 0)
gewshlt (1 steht an i-ter Stelle), so fallen die ,Komponenten xf von
in bezug auf das Koordinatensystem (e}, e, ..., e5)¢ mit den ,absoluten
Komponenten® #; zusammen. Ein Koordinatensystem, in welchem das
Quadrat des Betrages von r sich durch die Komponenten z; des will-
kiirlichen Vektors y mittels der Formel (2) ausdriickt, heiBe normal.
Alle normalen Koordinatensysteme sollen als gleichberechtigt
gelten, das durch unseren arithmetischen Ausgangspunkt bedingte spezielle
Koordinatensystem (e;) soll unter ihnen seine ausgezeichnete Stellung ver-
lieren. In Zukunft bedeutet daher auch e; ein beliebiges normales Ko-
ordinatensystem, x; die darauf beziiglichen Komponenten des Vektors r,
Die Formeln fiir den Ubergang vom Koordinatensystem ¢; zu einem
anderen ¢; lauten allgemein:

E;' et ? CinCry X == 2 eik:cé. (3)

Die Bedingungen, welche die Koeffizienten ¢;; erfilllen miissen, damit
eine ,unitire Transformation“ vorliegt, welche zwischen zwei nor-
malen Koordinatensystemen vermittelt, sind leicht aus der Definition zu
ermitteln und entsprechen genau den aus der elementaren analytischen
Geometrie geliufigen. Wenn wir mit % die Matrix ||¢;|| bezeichnen
und der * das Transponieren einer Matrix, die Vertauschung von Zeilen
und Spalten bedeutet, 1 aber die die Identitit darstellende Einheitsmatrix,
so lauten sie:

Die Formeln (3) oder, wie ich jetzt lieber schreiben will:

T = > e 4)
1
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haben bekanntlich noch eine zweite Bedeutung; sie stellen, unter Zu-
grundelegung des festen normalen Koordinatensystems der ¢;, eine unitire
Abbildung des Vektorraumes aunf sich selber dar, vermge deren
dem Vektor y =— > x;¢; der Vektor y' = >, «}¢; zugeordnet wird. Ich
bezeichne diese Abbildung kurz mit " =— yE. Dann driickt sich die
Zusammensetzung zweier Abbildungen

g':}‘E, },Il :?IE’

naturgemil durch 3" — ¢ (EE') aus — E, E' folgen sich von links nach
rechts, wie wir zu lesen gewohnt sind —, und man befindet sich in
Einklang mit der iiblichen Festsetzung des Matrizenkalkiils, nach

welcher aus
E = [exll, E = |eull

durch Komposition die Matrix EE' mit den Koeffizienten
>eiren
r.

entsteht. Der geometrische Standpunkt kommt darauf hinaus, daf wir
im Vektorraum nur solche Verh#ltnisse studieren, welche invariant sind
gegeniiber beliebigen unitdren Abbildungen. Es ist noch bequem, neben (2)
das skalare Produkt (ry) zweier Vektoren ¢ und y durch

(lt)) = x1?71 +x23_/2 + -+ xn.’&n

einzufithren. (Y1) ist das Konjugierte zu (ry). Man wird zwei Vektoren
senkrecht aufeinander nennen, wenn ihr skalares Produkt verschwindet.

Zwei von O verschiedene Vektoren gehsren demselben Strahl an,
wenn der eine aus dem anderen durch Multiplikation -mit einer (kom-
plexen, von O verschiedenen) Zahl hervorgeht. Ein Strabl kann ein-
deutig bezeichnet werden durch einen ihm angehtrenden Vektor r vom
Betrage 1 (Einheitsvektor). Aber dieser ist seinerseits durch den Strahl
nicht eindeutig bestimmt, sondern an Stelle von y kann mit gleichem
Recht jeder Vektor s treten, der aus ihm durch Multiplikation mit einer
beliebigen Zahl ¢ vom absoluten Betrage 1 hervorgeht. Das ist wesent-
lich anders als im gewdhnlichen Raum, wo nur die Doppeldeutigkeit
eines Vorzeichens -1 iibrighleibt. Fasse ich eine unitire Abbildung (4)
auf nicht als Abbildung des Vektor-, sondern des Strahlenktrpers (homo-
gener Standpunkt), so soll sie kurz eine Drehung heilen. E und E'
stellen dieselbe Drehung dar: B~ F', wenn E' == ¢F ist; ¢ bedeutet
dabei, wie im folgenden stets, einen Zahlfaktor vom Betrage 1.
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Eine Hermitesche Form ist eine Funktion des willkiirlichen
Vektors 1 = (#;) von der Gestalt®

n
4@ = kE ik B Ty, (5)
i k=1
deren Koeffizienten a;, die Symmetriebedingung
ay; — a;, oder A% = A (6)

erfiillen. Mit A bezeichne ich zugleich die Koeffizientenmatrix || a; || in
dem gerade benutzten Koordinatensystem. Wieder ist es zweckmibBig,
damit die zugehorige bilineare Bildung zu verkniipfen:

Ay = Ek By, X Yo
i
Es ist zufolge der Symmetriebedingung

A@®,¥) = 4@ ),
und das ist ihre von der Wahl des Koordinatensystems unabhingige
Schreibweise. Insbesondere gilt 4 () = A (x), d. h. die Werte der
Hermiteschen Form sind reell; ihr Wert dndert sich nicht, wenn der
Argumentvektor v ersetzt wird durch gy. Mit jeder Hermiteschen
Form A ist in unitir-invarianter Weise die Abbildung r" == y 4 ver-
kniipft, welche dieselbe Koeffizientenmatrix besitzt. Die invariante Natur
der Verkniipfung geht daraus hervor, daB die Abbildung einem Vektor y
denjenigen ' zuordnet, der identisch in y die Gleichung erfiillt:
@'y = A@Yy-

Die Grundtatsache fir Hermitesche Formen ist der Satz von der
Hauptachsentransformation: Ein normales Koordinatensystem ¢; kann
zn A so gewihlt werden, daff in ihm

AQ@) = o, 2,2, + 0,28, 8, + -+ + a, 2, %, @)
wird. Die Eigenwerte a,, a3, ..., 4, sind eindeutig durch die
Hermitesche Form bestimmt (natirlich nur bis auf die Reihenfolge).
Was die zugehorigen Hauptachsen oder Eigenvektoren e; betritft,
o steht es mit ihnen in Hinsicht der eindeutigen Bestimmtheit folgender-
maBen. Seien etwa die Eigenwerte a,, a,, @, einander gleich, =— @, und
von den iibrigen verschieden. Dann gehort zum Eigenwert a der von
den Grundvektoren e, e,, ¢, aufgespannte dreidimensionale Eigenraum & (a),
der aus allen Vektoren y von der Gestalt z, e, + x ¢, + #5¢; besteht; in
ihm ist (e, e, e,) ein normales Koordinatensystem. Die zu den

* Formen und Mafrizen werden stets mit grofien lateinischen Buchstaben
bezeichnet.
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numerisch verschiedenen Eigenwerten a', a”, ... gehorigen Teil-
raume R (a), R(a"), ..., die gegenseitig anfeinander senkrecht stehen,

sind durch A4 eindeutig determiniert; in jedem von ihnen kann aber das
normale Koordinatensystem willkiirlich gewihblt werden. Das letzte
bedeutet in dem angenommenen Beispiel, da8 x,, x,, %, untereinander noch
einer beliebigen unitdren Transformation unterworfen werden kénnen,
ohne daB die Normalform (7) zerstort wird.

Zwei Hermitesche Formen 4, B lassen sich dann und nur dann
simultan auf Hauptachsen transformieren, wenn die Koeffizienten-
matrizes vertauschbar sind: AB — B 4. Ein entsprechender Satz gilt
fiir mehr als zwei Hermitesche Formen, ja fiir irgend eine endliche oder
unendliche Gesamtheit solcher Formen.

§ 2. Der physikalische Begriff des reinen Falles. Ich
exemplifiziere am Beispiel des magnetischen Elekfrons, weil hier sehr
einfache, aber vom klassischen Standpunkt paradoxe Verhiltnisse vor-
liegen. Nach der Annahme von Goudsmit und Uhlenbeck, die sich
seither bestens bewihrt hat, muB man dem Elektron ein eigenes Impuls-
moment zuschreiben, dessen Komponente ¢, in einer beliebigen Richtung,
etwa der z-Richtung, nur der beiden Werte { 1 und — 1 fihig ist, wenn
hf4x als Einheit zugrunde gelegt wird. Man kann sich vorstellen, daf aus
einem gegebenen Elektronenstrom, durch ein Verfahren analog dem be-
kannten Stern-Gerlachschen Experiment zum Nachweis der Richtungs-
quantelung bei Atomen, der Schwarm derjenigen Elektronen ausgesondert
wird, fiir welche 6, den Wert -+ 1 hat. Die Elektronen dieses Schwarms &,
mogen keine Storung erfahren, so daf fiir sie alle dauernd mit Sicher-
heit ¢, den Wert -} 1 besitzt. In einem solchen Elektronenschwarm
haben wir (wenn wir noch von Ort und Geschwindigkeit der Elek-
tronen abstrahieren) einen ,reinen Fall“ vor uns: er ist von einer
inneren Homogenitit, die prinzipiell nicht mehr gesteigert werden kann.
Denn alle physikalischen Fragen, welche sich sinnvoll mit Bezug auf ihn
stellen lassen, finden eine von vornherein angebbare numerisch
bestimmte Antwort. Solche Fragen sind allein die folgenden: Ist »
irgend eine Richtung, mit welcher Wahrscheinlichkeit hat fiir ein Elek-
tron des &,-Schwarms die Grofe ¢, den Wert + 1 oder — 1? Die
numerisch bestimmte Antwort lautet: Wenn § der Winkel ist, den die
r- mit der z-Richtung bildet, so sind die beiden Wahrscheinlichkeiten bzw.

& &
—_ 2 — ain? .
= ¢0S§ 5 und = sin 5
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Die Wahrscheinlichkeit ist als Haufigkeit im Elektronenschwarm zu ver-
stehen; sie wirde sich, wenn mit dem Schwarm das Aussonderungs-
experiment in der r-Richtung vorgenommen wiirde, in dem Stirke-
verhiltnis der beiden Teilstrahlen bekunden* Hitten wir am Anfang statt
der z- eine andere, die #'-Richtung zugrunde gelegt, so hitten wir einen
anderen reinen Fall, den Elektronenschwarm &, bekommen. In ihm
hat 6, mit der Wahrscheinlichkeit cos2% den Wert 4 1, mit der Wahr-
scheinlichkeit sinz?z— den Wert — 1, wenn &' =— X (r, z") ist; insbesondere

hat ¢, mit-Sicherheit den Wert 4+ 1. Dieser reine Fall ist von dem
ersten verschieden, weil die gleichen physikalischen Fragen hier andere
numerische Antworten finden. Es gibt so viele verschiedene reine Fille,
wie es verschiedene Richtungen 2 gibt. Wir kénnen aus solchen reinen
Strémen &, &, ... Mischungen in irgend einem Verhiltnis herstellen.
Die Hiufigkeit, mit welcher in einem solchen Mischstrom ein ¢, == 4 1
oder — 1 ist, hingt von dem Mischungsverhiltnis ab. Wir sind hier
nmgekehrt darauf angewiesen, aus den experimentell beobachteten Haufig-
keiten Schliisse auf die Koustitution des Mischstromes zu ziehen. Der
Unterschied zwischen reinem Fall und Mischung, den ich hier aufstelle,
ist analog zu den biologischen Begriffen der ,reinen Linie* (innerhalb
der reinen Linie gelten die Mendelschen Vererbungsgesetze) und der
,Population“ (auf welche sich die Gesetze von Galton bezogen). Hier
wie dort ist es eine wichtige Aufgabe der Experimentierkunst, reine
Linien zu isolieren. Die Unterscheidung: Theorie der reinen Fille
einerseits, Statistik der Gemenge andererseits, scheint mir fundamental fir
die richtige Erfassung des Sinnes der Quantenmechanik.

An dem Tathestand, die FElektronenschwirme betreffend, wie er
bisher beschrieben wurde, ist nichts Paradoxes. Statt vom Schwarm
spreche ich in Zukunft vom einzelmen Elektron und demgemi von Wahr-
scheinlichkeit statt von Haufigkeit. Etwas Paradoxes liegh erst in der
Aussage, daB ¢, die Komponente eines gewissen Vektors, des Impuls-
momentes, in bezug auf die x-Richtung ist. Denn dies involviert doch,
wenn wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem #y2 im Raume ein-

* Obwohl also ©; noch wieder zerlegt werden kann, sind doch die so ent-
stehenden Teilstrahlen nicht homogener als ©p selbst. Das ist genau wie bei
einem Lichtstrahl, der durch zwei gegeneinander verdrehte Nicols hindurch-
gegangen ist: er ist von derselben Beschaifenheit wie Licht, das nur durch den
sweiten Nicol hindurchging.
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fiihren und die willkiirliche Richtung » die Richtungskosinus q, b, ¢ hat,
die Gleichung

6, = a6, + bo, +co,. 8)
Wie vertrigt sich das mit dem Umstand, da8 6, so gut wie d,, d,, 6, nur
der Werte -+ 1 fihig ist? Aber in einem vorliegenden reinen Fall haben
die hier auftretenden GroBen ﬁberhaupt keine mit Sicherheit angebbaren’
Werte, so daf zunichst der Sinn der Gleichung (8), wenn er in der
iiblichen Weise auf die Werte der physikalischen GrioBen bezogen werden
soll, ganz im Leeren hiéngt. Sie wird einen Inhalt erst gewinnen, wenn
wir die physikalischen Gréflen durch solche mathematische Entititen
darstellen, welche Multiplikation mit reellen Zahlen und Addition unter-
einander zulassen. — Und was soll es zweitens heiflen, da dieser Vektor
mit den Komponenten 6, 6, 6, ,lmpulsmoment® ist? Damit wird
offenbar ein bestimmtes Verhalten dieser Griflen gegeniiber einem das
Elektron einbettenden Magunetfeld (H,, H,, H,) ausgesagt. Wenn wir
uns das Elektron ganz naiv als ein rotierendes Kiigelchen vorstellen, in
welchem das Verhiltnis von Ladungs- und Massendichte iiberall konstant
ist, so ergibt sich in der Hamiltonschen Energiefunktion die Hilfte

des Terms
w (Ha: Gy + Hy Gy + Hz 62)1 (9)

h
dessen Faktor p — 4;mc

m Masse des Elektrons, ¢ Lichtgeschwindigkeit). Der spektroskopische
Erfolg der Annahme von Goudsmit und Uhlenbeck beruht bekanntlich
darauf, daf fir das Elektron der Ausdruck (9) ohme den Faktor !/, als
gilltig betrachtet wird. Wieder ist es notig, den Sinn eines Rechen-
ausdrucks wie (9) zu verstehen, der die Addierbarkeit der GroBen 6
voraussetzt; dariiber hinaus mufl aber erkannt werden, in welcher Weise
die Hamiltonsche Energiefunktion das dynamische Geschehen bestimmt.

§ 8. Die physikalische Bedeutung der représentierenden
Hermiteschen Form. Der Kalkiill der Hermiteschen Formen ent-
spricht in rechnerischer Hinsicht allen Anforderungen, welche sich aus

das Bohrsche Magneton ist (¢ Ladung

dem eben entwickelten Programm ergeben. Jede physikalische Grofe
wird reprisentiert durch eine Hermitesche Form, alle physi-
kalischen GroBen an demselben System durch Hermitesche
Formen der gleichen Variablen z,. Es ist der schwierigere Teil
der Physik, die Regeln auosfindig zu machen, nach denen man zu einer
physikalischen GroBe die reprisentierende Form und ihre Matrix findet.
Hier soll zunichst nur davon die Rede sein, was diese Matrix physikalisch
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bedeutet. Ich nehme dabei. die Dimensionszahl » des Vektorraums, die
Zabl der Variablen z; endlich, obschon sie in den meisten Fillen un-
endlich groB ist. Alles Gesagte liBt sich aber analogisch auf den un-
endlich dimensionalen Vektorraum iibertragen. Im oben besprochenen
Beispiel des Elektrons ist, wie sich zeigen wird, n = 2.

Der einzelne reine Fall wird durch einen Vektor 3 vom
Betrage 1 in unserem n-dimensionalen Vektorraum gegeben,
die einzelne physikalische GroBe o wird représentiert durch eine
Hermitesche Form A in diesem Raume. Mittels Einfiihrung eines
geeigneten normalen Koordinatensystems e,, ¢, ..., ¢, bringe man A4 ()
auf Hauptachsen:

AQ@) = a,5,%, + 0, 5,5, + -+ + 0 2, Ty

@ = x 8, +zge, + oo+ Tpey) (10)

Die Eigenwerte a,, a,, ..., a, bedeuten die Werte, deren die
physikalische GroBe o tiberhaupt fahig ist; die Zahlen |z, %,
|#g’, .. |@,|> bedeuten die Wahrscheinlichkeiten W(y), mit
denen in dem reinen Fall i diese Werte angenommen werden,
Thre Summe ist — 1, weil ¢ ein Vektor vom Betrage 1 ist. Der zweite
Teil der Aussage erfordert noch eine gewisse Prézisierung fiir den Fall,
daB mehrere Eigenwerte gleich sind. Sei etwa wieder a4, == a, — a;=—a
von den iibrigen Eigenwerten verschieden; dann gehdrt zu dem Kigen-
wert g der dreidimensionale Eigenraum $ (@), der durch die Vektoren e,
¢,, ¢, aufgespannt wird. Die Wahrscheinlichkeit, mit welcher die physi-
kalische GroBe o in dem reinen Fall ¢ den Wert ¢ annimmft, ist dann
= |&, P+ |2, [* 4+ |z % d. i gleich dem Quadrat des Betrages der senk-
rechten Projektion des Vektors y auf den Eigenraum R (a). Es ist
wesentlich zu bemerken, daB mit den Eigenriumen auch die in ihnen
liegenden Projektionen des gegebenen Vektors y durch die Form A4 ein-
deutig bestimmt sind. GemuB den Wahrscheinlichkeiten, mit denen die
Werte -a; angenommen werden, ist der Wert A () der Hermiteschen
Form selber der Mittelwert der GréfBe o im reinen Fall 3.

Da alle Aussagen iiber den reinen Fall y numerisch ungeindert
bleiben, wenn y durch gx ersetzt wird, darf zwischen ihnen nicht unter-
schieden werden. Dem reinen Fall entspricht also nicht eigent-
lich der Vektor; sondern der Strahl; wir haben nicht im Vektor-,
sondern im Strahlkorper zu operieren. Dieser Umstand wird erst im
zweiten Teil seine fundamentale Bedeutung enthiillen.
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Es ist klar, da man Hermitesche Formen addieren und daf man
sie mit reellen Zahlen multiplizieren kann, ohne dadurch aus ihrem Be-
reich herauszutreten. Die kalkulatorischen Anforderungen, die wir am
Schluf von § 2 erhoben, sind erfillt.

Wenn die Werte, deren die physikalische Grofe ¢ fahig ist, sehr
dicht liegen oder gar eine kontinuierliche Skale bilden, wird man nicht
fragen nach der Wahrscheinlichkeit, mit welcher sie einen bestimmten
Wert annimmt, sondern mit der sie in ein bestimmtes Wertintervall
a =X oo < @ hineinfillt. Nach unserer Anweisung haben wir dann im
Hauptachsensystem diejenigen Eigenvektoren e; aufzusuchen, deren zu-
gehorige Eigenwerte ¢; in jenes Intervall hineinfallen; sie spanmen den
Teilraum ERZ’ auf. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist die auf diesen
Teil der Indizes ¢ sich erstreckende Summe

Xan (@< 4 < a) (11)

der quadrierte Betrag der senkrechten Projektion des den reinen Fall
darstellenden Vektors r aunf den Teilraum 2){3'. Die Formen (11) sind
es, welche v. Neumann a. a. O. als , Einzelformen* Eg' einfiihrte.

Liegen mehrere Grofen e, §, ... vor, deren zngehtrige Hermite-
sche Formen vertauschbare Koeffizientenmatrizes besitzen, so lassen
sie sich alle simultan durch Einfithrung eines geeigneten normalen
Koordinatensystems e; auf Hauptachsen transformieren. Die korrespon-
dierenden Eigenwerte zu e; mogen a;, b;, ... heilen. r = ¢; stellt einen
reinen Fall vor, in welchem jede der betrachteten Gréfien mit Sicherheit
einen bestimmten Wert hat, nimlich o den Wert a;, § den Wert b; usw.
Die klassische Physik nimmt an, daf es sich fiir alle Grofen so verhilt,
und sie 148t nur die reinen Fille e, e,, ..., ¢,, die besonders aus-
gezeichnet sind und in denen alle Groflen einen bestimmten Wert haben,
als reine Fille zu und faft die anderen bereits als Gemenge von ihnen
auf. Sobald aber zwei physikalische Grofen auftreten, deren Matrizes
nicht vertauschbar sind, entfsallt diese Moglichkeit: In einem reinen
Falle, in welchem die erste Grofie einen mit Sicherheit angebbaren Wert
hat, bestehen fiir die Werte der zweiten Griofie nur Wahrscheinlichkeiten.
Das ist in Einklang mit Heisenbergs Anschauungen, wie er sie kiirz-
lich in dieser Zeitschrift (43, 172, 1927) entwickelte.

Im Beispiel des Elektrons ist » — 2, weil jede Grofe nur
zweier Werte fihig ist. Unter Verwendung eines bestimmten normalen
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Koordinatensystems e, ¢, lauten die den Grofen 6,, 6,, 6, entsprechenden
Matrizen *
0

It o - 1
S“—|0—1 ’ S”_El ol

oder als Hermitesche Formen geschrieben:

g

ol a2

s,

By By — TgTyy Ty Ty + By, (X, By — 2, 7,).
Jede von ihnen, ja auch das zu einer beliebigen anderen Richtung r mit
den Richtungskosinus @, b, ¢ (a? -+ b? -+ ¢ = 1) gehirige

a, b+ic

b—ic, —a | (13)
hat die Eigenwerte + 1. Der reine Fall, bei welchem &, mit Sicherheit
den Wert 4 1 hat, ist durch den Vektor e, gegeben. Im reinen Fall
t = (z,, #,) sind die Wahrscheinlichkeiten fir ¢, — {1 bzw. gleich
|2, %, |2 Wir suchen eine Richtung r auf, deren zugehbriges ¢, in
diesem Falle mit Sicherheit den Wert -1 hat, d. h. fiir welche der
Vektor (z,, #,) in die zum Eigenwert 4 1 gehirige Hauptachse von

S, fallt:
r agy + @+ id)a, = a,
b—ic)x, —am, == x4

S, =aS, +b8,+¢8, =

Daraus ergibt sich
By == b-fic:l—a=14a:b—ic
a ist der Kosinus des Winkels & zwischen der r- und der z-Richtung.
Wir finden
|2, PilagP =024+ (1 —a)f =1—a*:(1 —a)

=14a:1—a = coszg:sin“‘-'g—-

§ 4. Statistik der Gemenge. Liegt ein Gemenge vor, in welchem
der reine Fall ¢ mit der relativen Stirke v, vertreten ist, Evz =1, so
ermitteln sich die in ihm stattfindenden Wahrscheinlichkeiten W offenbar
durch Summation tiber die den einzelnen reinen Fillen p zugehdrigen

‘Wahrscheinlichkeiten W(r) in der Form
W _— E ’IJ! W(})
t

Darin legt keinerlei neuer Amsatz. Wenn das Gemenge ein ganzes
Kontinuum reiner Fille enthilt, verwandeln sich die Summen in In-
tegrale.

* W, Pauli jr., Zor Quantenmechanik des magnetischen Elektrons, ZS. f.
Phys. 48, 601, 1927; P. Jordan, ebenda 44, 2111, 1927.
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Wenn wir nur wissen, welche reinen Fille y in einem Gemenge
vertreten sind — sie werden ein gewisses Gebiet & des Strahlenkérpers
ausfitllen —, werden wir der Statistik die Annahme zugrunde legen, da8
innerhalb @& alle ¢ gleichberechtigt sind. Diese Annahme ist moglich
und hat einen klaren Sinn, weil der y-Raum als metrischer Raum ein
natiirliches Volumenmas trigt. Solche Gemenge entstehen namentlich
durch Storungen, z. B. durch die Wirmebewegung und die ZusammensttBe
der Partikeln, auf welche sich die Wahrscheinlichkeitsfeststellungen be-
ziehen. Zunichst ist bei Mittelung iber den ganzen Strahlen-
kgrper

1
(@2 = o oy =0 (@ F k).

Die Klammer () bezeichnet den Mittelwert. Danach ist der Mittelwert
der durch die Form (5) dargestellten Griofle o, wenn iiber die auf-
tretenden reinen Fille gar nichts bekannt ist,

1
— —(a” + Gog + +o° + @)

»

Die Summe der Glieder in der Hauptdiagonale, die Spur der Hermite-
schen Form, stellt sich ibrigens dadurch als eine Invariante gegentiber
unitdren Transformationen heraus.

Ein weiteres Problem dieser Art ist das folgende: o und f§ seien
zwel bzw. durch A und B reprisentierte Gréfen. Ich fithre die beiden
aus den Eigenvektoren ¢; und ¢f von 4 bzw. B bestehenden normalen
Koordinatensysteme ein:

A@)y= 2 a7, BQ)= Xbafz; @ = Xwe = > i),
b2 2
und die unitire Transformation, welche zwischen ihnen vermittelt:

Es sei bekannt, daB die Grofe o sicher in den Grenzen o << o <C o

liegt; gefragt ist nach der Wahrscheinlichkeit W, mit welcher die
Grofe B in den Grenzen b <{ f << V' liegt. Von den Eigenwerten
der Form A mbgen etwa a;, ay, ..., a, dem Intervall a, a' angehbren,
wibrend b, by, ..., b, die Eigenwerte der Form B sind, welche sich
zwischen b und b’ finden. Dadurch, daB wir wissen, o liegt mit Sicher-
heit zwischen @ und @', ist es ausgeschlossen, daf o einen von a,, a,, .., g,
verschiedenen Eigenwert annimmt; die damit vertriglichen reinen
Fille sind diejenigen, fiir welche z,,, = -+ = =, == 0 ist, sie gehoren
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dem von e, ¢, ..., ¢ aufgespannten Teilraum ERZ' an. Der ins Quadrat
erhobene Betrag der senkrechten Projektion eines beliebigen Vektors
auf diesen Teilraum ist gegeben durch die Einzelform

0 n
By = X0 = > 1 2 T (14)
i=1 i k=1
Die Wahrscheinlichkeit, mit der in einem reinen Fall y die Gribe g

einen der Werte b, b,, ..., b, annimmt, ist andererseits gegeben durch
die Einzelform

[
Fy = 2'”1 wz == Eflkxlew fir = Etistks-
i=1 §=1
Nach unserer Anweisung hat man in Fb alle Variablen #; auler den
ersten ¢ gleich Null zu sefzen und dann @ber den Teilraum ﬂ{gl zu
mitteln. Dabei ist

(1o (fir i =k < o)

@ity = | O (fir alle anderen Paare i, k)
oder
1
<1'1,(E]‘-> = —g—eki (2, k — 1, 2, ey ’V&).
So kommt
W = "—Efn = - 2 fzkekz = - 2 E|trs\ .
7‘—1 r=18=1

Halt man das Intervall aa’ fest und will nur die relativen Wahrschein-
lichkeiten miteinander vergleichen, die verschiedenen Intervallen bb' ent-

, 1. .
sprechen, so kann man den konstanten Faktor — weglassen. Die Summe

rechts ist die Spur von Eg’Fg'. Weil einer Hermiteschen Form die
Abbildung mit derselben Koeffizientenmatrix unitér-invariant assoziiert
ist, hat neben der Spurbildung auch die Zusammensetzung der Matrizen
von Hermiteschen Formen einen invarianten Sinn. Infolgedessen ge-
niigt es, die Einzelformen EY, Fg’ in irgend einem normalen Koordi-
natensystem zu kemnen, um daraus die gesuchten relativen Wahrschein-
lichkeiten vermittelst der Formel

W = Spur (E%.F3)

zu finden. Diese Art von Fragen iiber Gemenge zieht v. Neumann
a. a. 0. allein in Betracht. Sein Schlufresultat ist mit unserem natiirlich
inhaltlich identisch, aber seine Formel ist komplizierter. In der ganzen
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Betrachtung kann o durch mehrere Gréfen ersetzt werden, die simultan
beobachtbar sind, deren Hermitesche Formen sich also simultan auf
Hauptachsen bringen lassen, desgleichen f.

Erst bei solchen Fragen iiber Gemenge spielt die Statistik eine
Rolle, welche ,relativ ist anf unsere Kenntnis und Unkenntnis“, wie
Laplace sagt, oder auf Stérungen, die man nicht im einzelnen verfolgen
will, obwohl sie sich, wenigstens prinzipiell, verfolgen lieBen. Die Wahr-
scheinlichkeit, von der in den reinen F#llen die Rede ist, hat hingegen
eine vollig objektive Bedeutung, die nichts mit Storungen zu tun hat,
und wird durch strenge Naturgesetze regiert.

II. Teil. Kinematik als Gruppe.

§ 5. Uber Gruppen und ihre unitiren Darstellungen. Fir
‘die unitdren Abbildungen gilt ein analoges Theorem, wie das von
der Hauptachsentransformation der Hermiteschen Formen: Zu
einer gegebenen unitiren Abbildung 148t sich ein solches normales
Koordinatensystem e; finden, in welchem die Abbildung durch die Glei-
chungen

5 = oo 15
wiedergegeben wird. Die Eigenwerte ¢, sind Zahlen vom absoluten
Betrag 1, ihre Phasen ¢, ¢, = ¢*r, heiflen die Drehwinkel der uni-
tiren Abbildung. Analoge Bemerkungen, wie fiir die Hauptachsentrans-
formation der Hermiteschen Formen, greifen Platz betreffs der Kin-
deutigkeit, mit welcher Eigenwerte und Eigenvektoren bestimmt sind,
sowie betreffs der simultanen Uberfilhrung mehrerer unitirer Abbildungen
in die Normalform (15).

Aus einer Gruppe unitdrer Abbildungen abstrahiert man das
Gruppenschema, indem man die Abbildungen zu Elementen gleich-
giiltiger Beschaffenheit degradiert und nur auf die Art ihrer Zusammen-
setzung achtet. Die abstrakte Gruppe ist also ein System von Elementen,
innerhalb dessen durch ,Komposition* aus zwei Elementen a, b in be-
stimmter Reihenfolge ein Element ab des Systems entspringt; in solcher
Weise, dafl

1. das assoziative Gesetz gilt: (ab)e = a(be);

2. ein ,Einheitselement“ 1 existiert, das die Gleichung 15 = s1
== s fiir jedes Element s der Gruppe erfiillt; und daf

3. zu Jedem Elemeut ¢ ein inverses @—! vorhanden ist mit der
Eigenschaft ag—1 = a—1a = 1.
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Die Gruppe der unitiren Abbildungen erscheint dann als eine Verwirk-
lichung oder Darstellung der abstrakten Gruppe, welche dadurch zu-
stande kommt, dal jedem Gruppenelément s eine unitire Abbildung U(s)
in solcher Weise zugeordnet ist, da8 allgemein

U@ UE) = U(st) (16)
gilt {es folgt darauws sofort U(1) == 1]. Da das Gruppenschema aus der
Darstellung abstrahiert wurde, ist die Darstellng getreu, d.h. ver-
schiedenen Elementen entsprechen verschiedene Abbildungen U, oder,
was dasselbe besagt, U(s) ist =— 1 nur fiir s = 1. Die Gruppe der uni-
tiren Abbildungen ist reduzibel, wenn in dem Vektorraum R,, in
welchem sich die unitéren Abbildungen abspielen, ein linearer Unter-
raum R, existiert mit einer Dimensionszahl m >> 0, aber < n, der
gegeniiber allen U(s) invariant ist. Die Vektoren, welche zu allen in
M, gelegenen senkrecht sind, bilden einen linearen Unterraum R, ,;
und es ist |, == R, + Ru— » in dem Sinne, daf sich jeder Vektor auf
eine und nur eine Weise in zwel Komponenten spalten 148t, von denen
die erste R,,, die zweite R, , angehort. Weil die U(s) unitire Trans-
formationen sind, lassen sie aufler R, auch R,_,, invariant: Die Dar-
stellung zerfillt in eine m-dimensionale und eine (% — m)-dimensionale.
Wihlt man dag normale Koordinatensystem ¢; so, dafl die ersten m Grund-
vektoren den Raum $,, aufspannen, die letzten # —m aber den Raum
R,._ ., s0 kommt dieser Zerfall an den Koeffizientenmatrizen U(s) un-
mittelbar zum Ausdruck. Man kann sich danach auf die Aufsuchung
der irreduziblen Darstellungen beschrinken. Fiir irreduzible Dar-
stellungen gilt der wichtige Satz: Ist die unitire Matrix 4 mit allen
U(s) vertauschbar: A U(s) = U(s)4, so ist 4 = &1 Multiplum der Ein-
heitsmatrix 1. [Es ist dabei sogar unwesentlich, daf die U(s) eine Gruppe
bilden.]

Wir denken in erster Linie an endliche Gruppen. Zu jeder
Gruppe gehort eine bestimmte ,Gréfenalgebra“. Eine Grofle im
Gruppengebiet wird dadurch gegeben, daf jedem Gruppenelement s
eine Zahl £(s) zugeorduet wird. Die Grofen haben demnach so viele
Zahlkomponenten, wie es Gruppenelemente gibt, sie sind sozusagen die
Vektoren im Gruppenraum, in dem jedes Element eine Dimension, einen
Grundvektor bedeutet*. Die Grofe £ mit den Komponenten g('s), die
danach symbolisch mit > £(s).s bezeichnet werden mag, erscheint in

* Den in der mathematischen Literatur gebriuchlichen Namen Gruppenzahl
vermeide ich, weil ich das Wort ,Zahl* fiir die gewohnlichen Zahlen reservieren
michte.
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der Verwirklichung der Elemente s durch die unitiren Abbildungen U (s)
als die Matrix
X = DEG)US). 17
8

Bildet man das Produkt zweier solcher Matrizen X, ¥, welche zu den
GroBen £ und % gehoren, so entsteht wiederum eine Matrix Z, die zu
einer bestimmten, durch § und % determinierten Griofle ¢ gehort. Denn
es ist

Z = XY = § TOUOEONE) = S UE)EO()
= 2TELE), §©) = 2 EOE): (18)

Die Summe in (18) erstreckt sich iiber alle Paare von Elementen ¢, #,
deren Kompositum ## == s ist. Man kann sie als einfache Summe iiber
alle Gruppenelemente ¢, aber weniger symmetrisch auch so schreiben:

66 = 2ECTINO = ZEOME).
(18) ist also das Multiplikationsgesetz der Grofen im Gruppen-
gebiet. Die Grofen konnen danach, in genauwer Anschmiegung an die
zugehorigen Matrizen, addiert werden, mit Zahlen multipliziert
und untereinander multipliziert werden; in solcher Weise, daf} die
wichtigsten algebraischen Axiome erfiillt bleiben. (Nur das kommutative
Gesetz der Multiplikation und das Axiom, welches Nullteiler ausschliefit,
gelten nicht.)
Die Grofe £ heilt reell, wenn ihre Komponenten der Gleichung
E(s71) = §() (19)
geniigen. Die zugehorige Matrix X ist dann Hermitesch. Denn aus
U@E)U(s=Y) == 1 zusammen mit U*(s)U(s) = 1
folgt U*(s) = U(s—!). Darum gilt, unter der Voraussetzung (19),
X# = ZEE T*() = DEETHTEY) = XEOUE = X,
$ 8 s

Den Bereich der reellen Grofien verlift man nicht durch Addition, Mulfi-
plikation der GrofSen untereinander und durch ihre Multiplikation mit
reellen Zahlen®.

Fir uns kommen vorzugsweise die Abelschen Gruppen in Be-
tracht, bei welchen die Komposition der Elemente kommutativ ist:

* Von der natiirlichen und wichtigen Rolle, welche diese Begriffe in der
Darstellungstheorie spielen, die sich nachher auch als die grundlegenden in der
Quantenmechanik herausstellen werden, kann man nur einen Eindruek gewinnen
durch das Studium dieser Theorie. Es sei insbesondere verwiesen auf: F. Peter
und H. Weyl, Math. Ann. 97, 737, 1927.

Zeitschrift fiir Physik. Bd. 46. 2
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st == ts. Eine endliche Abelsche Gruppe besitzt eine Basis a,, ay, ..., a,.
Das sind f Elemente der Gruppe mit folgenden Eigenschaften: Be-

deuten h, hy, ..., b ihre Ordnungen, so erhilt man alle Gruppenelemente
in der Form :
_Zy 2 2f

s =" ay’...a, (20)

wenn z; ein volles. Restsystem mod. h;, z. B. die Zahlen 1, 2, ..., k;

durchliuft. (Ordnung % eines Elementes a ist der niederste Exponent,
fiir welchen a* gleich dem Einheitselement { ist.) Die Auswahl der
Basiselemente kann so normiert werden, dal &, ein Teiler von &, k, ein
Teiler von fh,, ..., by ein Teiler von h,_, ist. Unter diesen Umstinden
ist die Zabl der Basiselemente und die Teilerreihe (h,, hy, ..., hy) ihrer
Ordnungen eindeutig durch die Gruppe bestimmt. Jene Teilerreihe
charakterisiert umgekehrt vollstindig die Struktur der Gruppe.

Die Aufsuchung der irreduziblen Darstellungen einer Abel-
schen Gruppe ist sehr einfach. Da némlich die unitiren Matrizen U(s)
in diesem Falle vertauschbar sind, kann man sie nach einem oben er-
withnten Satz alle gleichzeitig ,auf Hauptachsen bringen“; die Dar-
stellung zerfallt also in lauter eindimensionale, es gibt nur eindimensionale
irreduzible Darstellungen:

x == &(s).
Dabei ist die Abhingigkeit der Zahl g(s) vom Gruppenelement s so zu
beschreiben: Dem Basiselement a; korrespondiert eine k;-te Einheits-
wurzel g;, und es ist fiir (20):
§(s) = & el ... &
(Charaktere einer Abelschen Gruppe).

Aber das Darstellungsproblem stellt sich fiir uns in etwas anderer
Gestalt, als es hislang besprochén wurde. Denn in der Quantenmechanik
haben nicht die Vektoren eine Bedeutung, sondern lediglich die Strahlen;
sie kennzeichnen die verschiedenen reinen Fille. Wir gehen also zu
dem homogenen Standpunkt iiber, fiir welchen die unitire Matrix U
nicht eine Abbildung des Vektor-, sondern des Strahlenkorpers bedeutet
und demgemil mit der Abbildung ¢ U zusammenfallt. So soll das Wort
Darstellung in Zukunft verstanden werden: als getreue Darstellung
durch Drehungen des Strahlenk&rpers®  Die charakteristische
Forderung lautet nunmehr:

U() UE) ~ U(st). (21)

# Tiefgehende Untersuchungen iiber das Darstellungsproblem in diesem Sinne
hat I. Schur angestellt: Crelles Journ. 127, 20, 1904 und 132, 85, 1907.



(Quantenmechanik und Gruppentheorie. i9

Wir konnen den willkiirlichen Faktor ¢ in jedem U (s) nach Gutdiinken
fixieren (,Eichung*). Als Gleichung wird dann (21) so zu lesen sein:

UE) U®) = 8 (s,1) U(sh),

wo 8 eine von s und ¢ abbingige Zahl vom absoluten Betrag 1 ist. Die
Angabe einer Grofie £ im Gruppengebiet ist relativ auf die benutzte Eichung ;
wird die Eichung gem#B der Formel U(s) — &(s) U(s) verdndert, so
miissen die Komponenten £(s) jeder Grofe £ ersetzt werden dureh s—1(s){(s).
Das Multiplikationsgesetz lautet

£@) = Z36NEONE)

Die Beschreibung (19) der reellen GroBen £ ist nur dann zutreffend, wemn
die Eichung so eingerichtet wurde, daf U(s—1) = U—1(s) ist. Fiir eine
irreduzible Darstellung gilt nach wie vor der Satz: Ist die feste Drehung 4
mit allen U(s) vertauschbar, A=1U(s) A — U(s), so ist A~ 1.

Die eindimensionalen Darstellungen verlieren jetzt jedes Interesse;
denn die einzige eindimensionale Drehung ist die Identitit. Aber im
gegenwirtigen Sinne gibt es amch fir Abelsche Gruppen mehr-
dimensionale irreduzible Darstellungen. Nicht freilich, wenn die
Abelsche Gruppe zyklisch ist, aus den Wiederholungen eines einzigen
Elementes a besteht:

1,a,a% ... 601 (a* =1).

Denn ist 4 die a korrespondierende Matrix in der Darstellung, so ist

)
A" — ¢1. ‘Indem man A durch den Zahlfakfor V; dividiert, erreicht
man eine solche Eichung des 4, da A* — 1 wird. Dann bilden aber
die Potenzen von A eine Darstellung der zyklischen Gruppe im alten
inhomogenen Sinne. Wir illustrieren daher das Gesagte durch die
einfachste nicht-zyklische Abelsche Gruppe. Das ist die Vierergruppe.
Sie besteht aus vier Elementen 1,a,b,¢, und ist beschrieben durch die
Kompositionsregel
@ = b =& =1,
be = ¢b =— q, ca =.a¢c == b, ab — ba — ¢

Eine irreduzible mit ihr isomorphe Drehungsgruppe ist die folgende B:

A R

vo=|_] Ol : @2)
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Die Eichung ist so gewihlt, daf U?(a) oder U(a) U(a—1) = 1 ist und
Entsprechendes fiir die iibrigen Elemente gilt. Die ,reellen Grofen¢

el +&a+ b+ ge (23)
sind also jene, deren Komponenten g,£, n, £ reelle Zahlen sind. Thre
Algebra ist die einfachste nicht-kommutative, welche existiert: die der
Quaternionen (genauer derjenigen Quaternionen, von denen die
skalare Komponente reell ist, die drei vektoriellen rein imaginir). In der
Darstellung 8 erscheint die Grofe (23) als die Matrix

e+§ n+ég
n — 1§, 0o —¢
Die Irreduzibilitat geht ohne weiteres daraus hervor, da zwischen den
vier Koeffizienten dieser Matrix, wenn g, §, , £ als Variable betrachtet
werden, keine homogene lineare Relation mit konstanten Zahlkoeffizienten
besteht. Wir kennen dieses Beispiel schon vom magnetischen Elektron
her. Allgemein werden wir erkennen, dafl eine irreduzible Abelsche
Drehungsgruppe im Strahlenkdrper der reinen Fille der Kinematik eines
physikalischen Systems zugrunde liegt; die reellen Groflen in diesem
Gruppengebiet sind die physikalischen Grofen des Systems.

Innerhalb einer Abelschen Drehungsgruppe gilt fiir die (irgendwie
geeichten) Matrizen zweier Drebungen 4 und B eine Gleichung

X =

AB = ¢BA. 24)
Wir haben uns zu iiberlegen, in welcher Weise sie erfiillt sein kann.
Bildet man auof beiden Seiten die Determinante, so ergibt sich g =— 1,

¢ ist also eine n-te Einheitswurzel. Ferner erhilt man durch Induktion

fir k = 1,2,8,...:
A*B — kB A¥
ebenso &oAh (25)
AB! — §B'A.
Kombiniert man beide Gleichungen, indem man die zweite auf A* und B
statt auf 4 wnd B anwendet, so erhilt man die allgemeinere Regel

AXB! = gkl BlAE, (26)
‘Weiter notieren wir die Gleichung
E(E+D)
(ABYy — ¢ ? .BFrAX @7
Sie folgt sogleich durch Schlu von % auf % -} 1, indem man die erste
Formel (25) heranzieht. Setzen wir in (25) insbesondere k =— =, so

kommt A"B = BA" Wenn die Abelsche Drehungsgruppe irreduzibel
ist, erschlieft man aus dieser Vertauschbarkeit von 4® mit allen Gruppen-
elementen B: A"~ 1. Die Ordnungen aller Elemente einer irre-
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duziblen Abelschen Drehungsgruppe in » Dimensionen sind
demnach Teiler von n. '

Liegt eine endliche Abelsche Gruppe in abstracto vor, (20), so wird
man zur Aufsuchung ihrer getreuen irreduziblen xn-dimensiornalen Dar-
stellungen folgendermafen verfahren. Fiir jedes Basiselement, z. B. g, — a
von der Ordnung i, = h, eicht man U{(a) = A in solcher Weise, daf
AP = 1 ist. Nachdem dies geschehen, eiche man U(s) fiir das Element (20)
durch die Festsetzung

U(s) = APt A2 .. AfT.
Es kommt nun wesentlich auf die Bestimmung der Kommutatorzahlen ¢
in den Gleichungen
A Ay = g A Ay G>E 4, k= 1,2,..,0) (28)
an. Da aus (28)
aMa, — Al
das ist s
A, = &4,
folgt, muf &;; eine h-te Einheitswurzel sein.

§ 6. Ubertragung auf kontinuierliche Gruppen. Eine
infinitesimale unitire Abbildung ist eine solche, welche unendlich
wenig von der Identitat abweicht, durech die also alle Vektoren
¥ = (z) nur unendlich kleine Anderungen dy == (dz;) erfahren. Der
analoge Begriff fiir reelle orthogonale Abbildungen des dreidimensionalen
Raumes ist aus der Kinematik des starren Korpers gelsufig: bei der
kontinuierlichen Drehung eines Kreisels wird von Schritt zu Schritt eine
infinitesimale Drehung vollzogen. Ein anderes einfaches Beispiel ist der
Prozefi der kontinuierlichen Verzinsung zu festem Zinssatz, der eine
Grofe z in jedem Zeitelement dt mit dem Faktor 1 4 ¢dt multipliziert,
ihr also den Zuwachs dz — czdt erteilt. Der Erfolg wird sein, da8 sie
im Zeitraum ¢ von x auf e°*.x angewachsen ist. Um die unendlich
kleinen Grofen zu vermeiden, ist es auch hier zweckmiflig, eine (rein
fiktive) Zeit ¢ einzufithren und daher die infinitesimale unitire Abbildung
in der Form zu schreiben

Z—i =1C, Z—? = gcik % (29)
Die Forderung, daf > ;% invariant bleiben soll, driickt sich in der
Gleichung aus

ax _d _ _
> (xkﬂ T = 0 oder ) (¢ + ) 2 = O.
k dr dr ik
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Die Hermitesche Form auf der linken Seite kann aber nur dann
identisch in den #; verschwinden, wenn alle ihre Koeffizienten Null sind.
So ergeben sich die Bedingungen der schiefen Symmetrie

Cpi = — Cix, C* = —C.
Setzt man € — i 4, so ist A eine Hermitesche Matrix. Resultat: Mit
jeder Hermiteschen Form A4 ist in unitédr-invarianter Weise
(vgl. §1) die infinitesimale unitire Abbildung
verbunden. Der Satz von der Hauptachsentransformation der Hermite-
schen Formen stellt sich dadurch als der infinitesimale Grenzfall des
entsprechenden Theorems fiir unitire Abbildungen heraus. Diejenigen
infinitesimalen Abbildungen, welche alle Strahlen ungeindert lassen,
haben die Form .

d_t — 1'01.7

mit einem reellen Zahlfaktore. Der homogene Standpunkt verlangt also
hier, dafl A4 nicht von A -+ ¢ 1 unterschieden wird.

Indem man in jedem Zeitelement dv die gleiche infinitesimale
unitire Abbildung (29) wiederholt, erhslt man durch Integration von (29)
t@) = U @.

U(t) ist die endliche Drehung, welche im Zeitraum z vor sich geht. Es
?st natiirlich U+ 7) = UR) UE).

Die U(z) bilden also eine einparametrige kontinuierliche Gruppe; gegen-
iiber der Zusammensetzung verhilt sich der Zeitparameter v additiv.
Vgl. den oben geschilderten Proze8 der kontinuierlichen Verzinsung! Die

Integration von (29) kann in der gleichen Weise vorgenommen werden
wie in diesem einfachsten Fall. Unter Benutzung einer gegen oo streben-

den ganzen Zahl m zerlegt man die Zeit ¢ in Elemente ;n - In jedem
der m Zeitelemente erfihrt r die Transformation 1 1%’ C; daher ist

U(r) = lim (1 + %?) = 7%

Die Konvergenz kann ebenso leicht bewiesen werden wie im eindimen-
sionalen Fall, wenn C eine Zahl ist. Auch ergibt sich die Potenzreihe

. 2
U@ =1+1C+5 0+ - (30)
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Eine andere Methode ist die sukzessive Approximation; sie setzt nicht
voraus, dafl C von r unabhingig ist. Als nullte Approximation wird
das fiir = O vorgegebene r genommen, allgemein wird die I-te aus der
(I — 1)-ten Anniherung mittels der Gleichung
Met € m w@ =1+ [u_a()0ir
T 0

bestimmt. Die Annsherungen r;(r) konvergieren mit I - oo gegen die
gesuchte Grenze y(z). Ks ergibt sich fiir y(r) eine unendliche Reihe:

S (1] cw)ewy...Capas,ds,...an G
I=0(

V=7 = )

Bei zeitunabhingigem C kommt wieder die Gleichung (30) heraus.
Eine Zwischenbemerkung: Es wurde erwahnt, daB in der Physik
meist Formen mit unendlich vielen Variablen eine Rolle spielen.
Die Theorie der Hermiteschen Formen von unendlich vielen Veriinder-
lichen unter dem Einfluf unitirer Transformationen wurde von Hilbert
und Hellinger entwickelt, unter der Voraussetzung, daB die Form be-
schrinkt ist, d. h. daf eine Konstante M existiert, unter der die Werte
der Form ihrem absoluten Betrage nach fiir alle Vektoren vom Betrage 1
bleiben*. Die in der Physik vorkommender Formen geniigen dieser
Bedingung nicht. Eine Erweiterung der Theorie, welche den physikalischen
Anforderungen geniigt, hat v. Neumann a. a. O. in Aussicht gestellt.
Es ergibt sich hier die Aufgabe, das Analoge fiir die unitdren Abbildungen
zu leisten. Fiir sie wird die Theorie wesentlich befriedigender ausfallen,
weil keinerlei spezielle, die Konvergenz garantierende Voraussetzungen
zu machen sind, wie es die Hilbertsche Annahme der Beschrinktheit
war. Denn der Begriff der unitidren Abbildung bringt es mit sich, daB
in der Matrix die Quadratsumme der absoluten Betriige jeder Zeile und
jeder Spalte komvergiert, namlich — 1 ist. (Die mathematische Durch-
fithrung soll an anderer Stelle gegeben werden.) Der integrale Standpunkt
ist in begrifflicher Hinsicht dem infinitesimalen immer iberlegen, er Lift
zugleich die natiirlichen Grenzen der differentiellen Begriffshildungen
erkennen. In diesem Sinne ist es zweckmifiig, da mit einer Grobe o ja
immer auch ihre reellen konstanten Multipla ke als physikalische Grifen
auftreten, diese zu ersetzen durch ¢?*2, die Hermiteschen Matrizen k4

* D. Hilbert, Grundziige einer allgemeinen Theorie der Integralgleichungen,
Leipzig 1912, insbesondere IV. Abschnitt. E. Hellinger, Crelles Journal 136,
1, 1910.
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durch die unitdren e?*4, Mit 4 erscheinen sie zugleich auf Hauptachsen
transformiert, wobei an Stelle der a, die Zahlen ¢*% als Bigenwerte sich
ergebern.

Doch nun zu den unendlichen Gruppen! Eine unendliche
Gruppe kann diskontinuierlichen Charakter haben, wie die in der Lehre
von der Kristallstruktur auftretende Gruppe der Gittertranslationen des
Raumes, deren Komponenten in bezug auf die drei Achsen z, y, 2z ganze
Zahlen sind. Es konnen auch gemischte kontinuierlich-diskrete Gruppen
vorkommen, wie die Gruppe aller Raumtranslationen, deren z-Komponente
ganzzahlig ist. Doch haben wir jetzt insbesondere die kontinuierlichen
Gruppen im Auge. Eine solche denkt man sich nach S. Liie erzeugt
durch ihre infinitesimalen Elemente. Ist die Gruppe eine f-para-
metrige kontinuierliche Mannigfaltigkeit ®, so sind die infinitesimalen
Elemente die Stellen auf der Gruppenmannigfaltigkeit, welche der
Einheitsstelle 1 unendlich benachbart sind, oder die von 1 ausgehenden
Linienelemente. Sie bilden also eine f-dimensionale lineare Mannig-
faltigkeit. Halten wir uns sogleich an die Darstellung, an die konkreten
unitiren Abbildungen statt an die abstrakten Elemente, so haben wir
mithin eine f-dimensionale lineare Schar schiefer Matrizen vor uns:

g: C,de, + Cyda, + --- -+ Crday, (32)
innerhalb deren C,, C,, ..., U eine willkiirlich gewihlte Basis ist und
die Zahlparameter do,, dé,, ..., d6, aller reellen Werte fihig sind.

Setzt man in (32) do; = o;dr und iteriert diese infinitesimale Ab-
bildung, die man sich im Zeitelement dz vollzogen denkt, so gelangt man
nach Ablauf der Zeit v, wenn an Stelle von o7 jetzt wieder ¢; ge-
schrieben wird, zu

U(6y, Og ... Of) == e RBFory, (33)
Innerhalb der infinitesimalen Gruppe g gibt sich die Komposition an den
Parametern d¢ als Addition kund. Es konnte darum so scheinen, daB
jede lineare Schar (32) eine f-parametrige kontinuierliche Gruppe nach
der Formel (33) erzeugt. Das ist aber nicht der Fall, wie die folgende
Betrachtung lehrt, die nach dem Muster bekannter Integrabilitats-
iiberlegungen verlanft. Sie nutzt fir die infinitesimalen Elemente die
Tatsache aus, daf mit zwei Abbildungen U, V auch der Kommutator
UVU—1V~1 in der Gruppe enthalten sein muf. Sind also O, C' zwei
in der Schar g vorkommende Matrizen, so gehoren die infinitesimalen

Abbildungen
dr = rCdr und d'y=1r0C'd"
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zur Gruppe. Fithrt man sie beide hintereinander aus, das eine Mal in
der Reihenfolge d,d’, das andere Mal in der Reihenfolge d',d, so ist die
Differenz der dadurch aus ¢ entstehenden Vektoren
Ay = dd'y—ddy = (C0 —C'0) dedr.

Diese infinitesimale Abbildung ist der gesuchte Kommutator. Infolge-
dessen muf mit C und C' auch immer C'C' — C'C der Schar g angehtren.
An der Basis formuliert, heifit das, daf die Matrizen C;C) — C;C; sich
linear mittels reeller Zahlkoeffizienten aus C,, C,, ..., C; kombinieren
miissen. Diese von Lie aufgestellte Bedingung, deren Herleitung leicht
streng zu machen ist, ist nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend *.

Die Gruppe ist Abelsch, wenn der Kommutator irgend zweier
Elemente gleich 1 ist. In diesem Falle miissen die Matrizen C; den
Gleichungen

C;C,—CC;, =0 (34)
geniigen, d. h. sie miissen vertauschbar sein. Fiir zwei vertauschbare
Matrizen 4 und B gilt
A+ B = od oB;

das ergibt sich genau wie fir Zahlen. Die Gleichung (34), d. i. die
Vertauschbarkeit der infinitesimalen Elemente, geniigt also, wie das
eigentlich selbstverstindlich ist, um den A belschen Charakter der ganzen
Gruppe sicherzustellen, es gilt auf Grund von (34)

U(6,,064;.-6p) U(ry;%gs-. 7)) = U(6, + 71,64 + Ty, .- 67+ 1)
Jede f-parametrige Abelsche Gruppe ist danach isomorph mit der Gruppe
der Translationen in einem f-dimensionalen Raume. Die C; spielen eine
analoge Rolle wie die Basis bei den endlichen Abelschen Gruppen.

Wir werden es zwar mit einer Abelschen Gruppe zu tun haben,
aber die Abbildungen sind als solche des Strahlenkérpers zu verstehen.
Uberall ist das Zeichen — zwischen unitiren Abbildungen durch ~ zu
‘ersetzen. An Stelle der Bedingungen (34) treten danach solche von
der Form

C.C,—C,C, = ic,, 1
Cuy ist ein schiefsymmetrisches System reeller Zahlen. Der Kommutator
der infinitesimalen Abbildungen mit den Matrizen
4=6,0+---+6C uwd B=r10C + -+
ist
AB — BA =i >,0,,6,7,.1
uy v

* Genauneres ist etwa nachzulesen bei: H. Weyl, Mathematische Analyse des
Raumproblems, Berlin 1923, S.33—36, und die dazu gehorigen Anhinge.
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Die schiefsymmetrische Form

Ec,uveytv == h(g, 1),

my
welche eine von der Basis unabhiingige Bedeutung hat, nenne ich die
Kommutatorform. Wendet man (26) an fiir eine gegen oc konver-

gierende Zahl ¥ — 1 — m und 1 + %, 1 —}—S an Stelle von A und B,

so erhilt man im Limes als den Kommutator irgend zweier Elemente der
Gruppe U(6,,6,,.--,6;) = U(G) und U(z):

U@ U@ U1 (6) U~ (v) = e(h(6, D). L (35)

[Um der Leserlichkeit willen schreibe ich oft ¢(z) statt ¢i2] Dieselbe
Einsetzung in (27) mit nachfolgendem Grenziibergang liefert moch

UG+ 1) =e(3h(6,0) U@ U@G) = e(—1h(6,7) U@©G) UK.

Wenn die Drebungsgruppe irreduzibel ist, kann ein festes U(6)
pur dann mit allen U(7) vertauschbar sein, wenn es ~~ 1 ist, d.h. wenn
die Parameter ¢; verschwinden. Das besagt, dal die Kommutatorform
nicht-ausgeartet ist, namlich fiir ein festes Wertsystem ¢; nicht identisch
in ¢; verschwinden kann, ohne daf alle 6; = C sind. (Es kommt das
darauf hinaus, da8 die Determinante |c;;| 9= O ist.) Eine solche Form
existiert nur, wenn die Variablenzahl f gerade ist, und ihr kann durch
geeignete Wahl der Basis (dadurch, daf die Variablen @; und 7; kogredient
einer geeigneten linearen Transformation unterworfen werden) eine
numerisch eindeutig bestimmte (Gestalt verliehen werden : Die Koeffizienten-
01
—1 0
lings der Hauptdiagonale aneinanderreihen. Es ist dann zweckmiBiger,
2 f an Stelle von f zu schreiben, die so eingefithrte ,kanonische
Basis“ mit

, die sich

matrix ||¢;]| zerfillt in lauter zweireihige Quadrate

?:P,,,’&'Q,- (?):1521~"7f)

zu bezeichnen und die zugeh®rigen kanonisch gepaarten Parameter mit
G,, T»» Der Faktor ¢ ist beigefiigt, um auf Hermitesche Formen P,, @,
zu kommen. Es gelten die Vertauschungsrelationen

i<Pva-“QvPv):l’ i(P,uQr_QVPH):OfﬁrH’:i:V’ l
und (36)
pP,P,—P,P, = 0, Qu @y — @ Qu = O fiir alle y, v ‘
Die

U(6) = e(6, P, + 6, Py + --- + 6;F)
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bilden fiir sich eine f-parametrige Abelsche Gruppe unitirer (Vektor-)
Abbildungen, ebenso die

Vi) =c¢(@ @ +10 + - + 7, ¢p)
Hingegen ist
T@V@ER U@V 1(z) = e(6,7;, + -+ + 6;7p. 1

¢(0, Py 4 + 6, P 7,60+ - + 7@
1 J 1L
= (3 Dan)TOUE = (-3 Sow) 1@ TE. 6

i=1 i=1

und

§ 7. Ersatz der kanonischen Variablen durch die Gruppe.
Das Elektron. Unsere Entwicklungen sind bis zu dem Punkte ge-
diehen, wo die Verbindung mit der Quantenmechanik in die Augen
springt. Liegt ein mechanisches System von f Freiheitsgraden vor, so
geniigen ja die Hermiteschen Matrizen, welche die kanonischen Variablen
reprisentieren, gerade den Relationen (36), bis auf den Faktor /2, von
dem noch die Rede sein wird und den wir einstweilen in die Mafieinheiten
hineinstecken. Nehmen wir die Zahl der Freiheitsgrade f zundchst — 1
und bezeichnen in der tiblichen Weise die kanonischen Variablen mit p, g,
ihre reprisentierenden Formen mit P, ), so sagt die Relation

i(PQ—QP) =1 (38)
aus, daB die beiden durch die Matrizen i P, i@ gekennzeichneten infini-

tesimalen Drehungen des Strahlenkérpers vertauschbar sind. Die durch
sie erzeugte Abelsche Drehungsgruppe besteht aus den Drehungen

U6, ) = e(Pé + ¢7) 39
(6, t reelle Parameter, die sich bei Zusammensetzung additiv verhalten).
Die reelle Grofe im Gruppengebiet, deren Komponenten £ (6, r) der
Gleichung (19) oder

EG v =E(—0 —7) (40)

geniigen, erscheint als die Hermitesche Form

+ oo
F:jje(Pa+Qt)g(a, 7)dédr. 41)

Eine physikalische Grofe ist durch ihren Funktionsausdruck f(p, 9)
in den kanonischen Variablen p, ¢ mathematisch definiert. Es blieb ein
Problem, wie ein derartiger Ausdruck auf die Matrizen zu iibertragen
war. Ohne weiteres klar war das nur fiir die Potenzen p%, ¢! und damit
fiir Polynome. Freilich trat schon hier die Schwierigkeit auf, daf man
nicht wubte, ob man einen Term wie p? ¢ als P2 @ oder @ P? oder P @ Pusw.
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zu interpretieren hatte. Der Ansatz ist offenbar viel zu formal. Unsere
gruppentheoretische Auffassung zeigt sogleich den rechten Weg: die
Hermitesche Form (41) reprisentiert die Grofle

+ oo
f@ o= [[ers+ a0 1dodr (42)

Nach dem Fourierschen Integraltheorem 148t sich ja jede Funktion
f(p, 9) in dieser Form eindeutig entwickeln, und wenn £ eine reellwertige
Funktion der reellen Verinderlichen p, ¢ ist, geniigt £ (6, 7) gerade der
Bedingung (40). Die Integralentwicklung (42) ist nicht immer ganz
wortlich zu verstehen; das wesentliche ist nur, dal rechts eine lineare
Kombination der e(p6 - gz) steht, in denen 6 und z beliebige reelle
Werte annehmen konnen. Wenn z. B. ¢ eine zyklische Koordinate ist,
die nur mod. 27 zu verstehen ist, so dafl alle in Betracht kommenden
Funktionen periodisch in ¢ mit der Periode 2z sind, wird die Integration
pach 7 ersetzt werden miissen durch eine Summation iber alle ganzen
Zablen ¢; wir haben dann den Fall einer gemischten kontinuierlich-
diskreten Gruppe. Die Einschrinkungen, denen f(p, g) unterworfen sein
muB, damit sie eine Entwicklung des Typus (42) gestattet, konnten
noch Bedenken erregen. Nun wissen wir aber, dal es eigentlich gilt,
e(kf (p, q)) so zu entwickeln (% irgend eine reelle Konstante), und in
dieser Fassung 148t sich die Aufgabe nach neueren Untersuchungen von
N. Wiener, Bochner und Hardy in zwingender Weise eindentig er-
ledigen *.

Die Ubertragung auf 7 Freiheitsgrade liegt auf der Hand. Ins-
besondere sahen wir, wie aus der Forderung der Irreduzibilitét
im Falle der kontinuierlichen Gruppen die charakteristische
kanonische Paarung entspringt. Fiir endliche Gruppen freilich
existiert nicht ein so einheitliches Schema. Das ist im Einklang mit den
physikalischen Tatsachen. Denn aus den Entwicklungen von P. Jordan**
ging bereits hervor, daB beim magnetischen Elektron g, so gut wie 6, als

#* N.Wiener, On representations of functions by trigonometrical integrals,
Math. ZS. 24, 575, 1926; S.Bochner und G.H.Hardy, Note on two theorems
of N. Wiener, Journ. Lond. Math. Soc. 1, 240, 1926; S.Bochner, Darstellung
reell variabler und analytischer Funktionen durch verallgemeinerte Fourier- und
Laplaceintegrale, Math. Ann. 97, 635, 1927; vgl. dazu ferner die von H.Bohr
stammende Theorie der fastperiodischen Funktionen; am einfachsten bei H. Weyl,
Math. Ann. 97, 338, 1926.

*% 79, f. Phys. 44, 21—25, 1927, Nach P.Jordan, Uber die Polarisation
der Lichtquanten, ebenda, S.292, ist die Kinematik der Lichtquanten die gleiche.
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die ,kanonische Konjugierte“ von ¢, angesehen werden kann. Hochstens
von einem Tripel, nicht von einem Paar kanonisch konjugierter Grifien
konnte hier verniinftigerweise die Rede sein. Bestifigen wir, dall gerade
auch in diesem diskreten, dem Kontinuierlichen am meisten entgegen-
gesebzten Falle unsere Formulierung genau das Richtige trifft! Sie lautet,
um das noch einmal zusammenzufassen, so: Der kinematische Cha-
rakter eines physikalischen Systems findet seinen Ausdruck
in einer irreduziblen Abelschen Drehungsgruppe, deren Sub-
strat der Strahlenkérper der ,reinen Fialle“ ist. Die reellen
Griofen dieses Gruppengebietes sind die physikalischen
Grofen; die Hermiteschen Matrizen, als welche sie vermige
der Darstellung der abstrakten Gruppe durch Drehungen er-
scheinen, sind die Représentanten der physikalischen Grgf8en,
deren Bedeutung im I Teil auseinandergesetzt wurde.

Nun: die frither beschriebene zweidimensionale Drehungsgruppe B,
welche der Vierergruppe isomorph ist, kennzeichnet, wie der Vergleich
mit §2, (12) lehrt, die Kinematik des magnetischen Elektroms.
Da n == 2 ist, sind alle GroBen nur zweier Werte fahig. Die einzigen
physikalischen Groflen, welche existieren, sind die mit Hilfe reeller Zahl-
koeffizienten gebildeten linearen Kombinationen von 1, 6,, 6,, 6,. Aber
das maguetische Elektron ergibt sich nicht nur als Sonderfall der Theorie,
sondern die ihm eigentiimliche Kinematik ist iiberhaupt die
einzig mogliche, wenn alle GréBen nur zweier Werte fahig
sein sollen, wenn n — 2 ist. Beweis: Wir wissen schon, daf unter
dieser Voraussetzung jedes Gruppenelement ¢ aufer dem Einheitselement
von der Ordnung 2 ist. Die beiden Eigenwerte der korrespondierenden
zweidimensionalen Matrix A sind daher entgegengesetzt gleich. Wahlen
wir ein bestimmtes ¢ == 1, so konnen wir das zugehorige A samt einem
normalen Koordinatensystem so festlegen, daf

o 1|

A:]O ]

(43)

wird. Die mit A vertauschbaren Matrizen U unserer Gruppe haben not-

wendig die Gestalt

¢ 0 . . .
0 ,’J; wenn sie nicht ~ 1 sind, ist ¢ = —¢,
e

U also ~ 4. Es gibt Gruppenelemente, deren Matrix B nicht mit 4
vertauschbar ist. Wir wissen, dafl in der Gleichung

AB — ¢BA
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¢ eine zweite Einheitswurzel, darum ¢ — — 1 sein mufl. Daraus folgt,
dafl B die Gestalt

o 3

hat. Die Zahlen b, b’ sind vom absoluten Betrag 1. Wir wihlen ein
bestimmtes solches B, das gemif B® — 1 geeicht sei: bb' — 1. Aufer-
dem kann man b zu 1 machen, indem man das bisherige normale Koor-
dinatensystem e, e, durch e, be, ersetzt; (43) wird dadurch nicht an-
gegriffen: ' '

B=, , (45)

Iy

Jede Matrix U unserer Gruppe, welche mit A vertauschbar ist, ist ~ 1
oder ~ 4. Wenn sie nicht mit A4 vertauschbar ist, hat sie die Form (44),
und demnach ist ihre Zusammensetzung U B mit dem durch (45) gegebenen
bestimmten B eine Diagonalmatrix. Als solche ist sie mit 4 vertauschbar,
also ~ 1 oder ~ A. Das Resultat ist, daf jedes U~ einer von den
vier Matrizen 1, 4, B, AB ist. Es liegt in der Tat die Vierer-
gruppe vor und die Darstellung B derselben.

§ 8 Ubergang zu Schriodingers Wellentheorie. In shnlicher
Weise, wie soeben der Fall n =— 2 behandelt wurde, wollen wir jetzt
zeigen, daf die zweiparametrigen kontinuierlichen Gruppen nur
einer irreduziblen Darstellung in unserem Sinne (aufer der identischen)
fahig sind. Wir erhalten jene Gruppen durch Grenziibergang aus den
zweibasigen endlichen. Die irreduzible Abelsche Drehungsgruppe
mit der Basis A, B babe die Dimensionszahl ». In der Kommutator-

gleichung
4B =¢¢BA (46)

ist ¢ eine n-te Einheitswurzel. Diese Gleichung gilt es jetzt ndher zu
untersuchen. Die Kommutatorzahl & sei eine primitive m-te Einheits-
wurzel, d. h. & sei die niederste Potenz, welche =— 1 ist; m ist Teiler
von %. Die Drehungen A, B sind von einer in # aufgehenden Ordnung:
A" ~ 1, B* ~ 1, und die Matrizen konnen daher so geeicht werden, daB
A" — B — 1 ist. Durch geeignete Wahl des normalen Koordinaten-
systems sei B auf Hauptachsen gebracht; die Glieder in der Haupt-
diagonale, b;, sind lauter n-te Einheitswurzeln. Die Gleichung (46)
liefert fiir die Koeffizienten von A4 = ||a;.][:

[

Eaik _— &a;- (47)
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Man teile die Indizes ¢ und zugehorigen Variablen z; in Klassen
nach dem Prinzip, daB ¢ und % in dieselbe Klasse fallen, wenn der
Quotient b;/b eine m-te Einheitswurzel, eine Potenz von & ist. Dies
ist wirklich eine Klasseneinteilung, da mit b, [bi und by, /b auch b;/b; Potenz
von g ist. Gem#f der Gleichung (47) ist ¢;; =—= O, wenn ¢ und % zu
verschiedenen Klassen gehoren; die Matrix A zerfallt demnach in der
gleichen Weise, wie die Indizes in Klassen zerfallen. Wegen der voraus-
gesetzten Irreduzibilitit ist also nur eine Klasse vorhanden.

Nachdem dies erkannt ist, gehen wir zu einer feineren Klassen-
einteilung iiber: jetzt sollen i und % nur dann zur selben Klasse gehoren,

wenn b, — b, ist. Wir wihlen willkiirlich eine dieser Klassen, fiir
welche b; == b ist, als die erste, lassen dann als zweite diejenige folgen,
fir die b; = sb ist, darauf die dritte mit b; = &b, ..., die m-te mit

b; = em—1b; die (m + 1)-te Klasse: b, —= gD, ist wieder die erste. In

dieser Reihenfolge denken wie auch die Variablen angeschrieben und

numeriert. Nach der Gleichung (47) sind in der Matrix A4 alle Felder

(4, k) leer, a;, =— 0, deren Zeilen- und Spaltenindex ¢ und % nicht zu

zwei aufeinanderfolgenden Klassen gehoren.

Die Matrix 4 hat daher das angedeutete , {q
7,

Schema (Fig. 1), in welchem die nicht
schraffierten Gebiete leer stehen und tibrigens
m — 4 angenommen wurde. In den schraf- \@
Herten Gebieten stehen die ,Teilmatrizen®
AQ, A®, . Am.  Da A unitdr ist, sum-
mieren sich die absoluten Quadrate der Glieder \?‘}K\
in jeder Zéile und in jeder Spalte zu 1.
Infolgedessen gilt das gleiche fiir die Zeilen Fig. 1.

und Spalten der einzelnen Teilmatrix. Die Summe der absoluten Quadrate
aller in A® stehenden Glieder ist darum einerseits gleich ihrer Zeilen-,
andererseits gleich ihrer Spaltenzahl. Das Rechteck 4® ist in- Wahr-
heit ein Quadrat, die zweite Klasse besteht aus ebenso vielen Individuen d
wie die erste. Alle Klassen sind gleich stark, n = md.. Danach
ist die Figur zu korrigieren. Genauer ist jede der schraffierten Teil-
matrizen fir sich unitdr. Indem wir auf die erste Klasse von Viriablen
die unitire Transformation mit der Matrix AW ausiiben, bewirken wir,
daf sich A® in die d-dimensionale Einheitsmatrix verwandelt. Diese

)

Normalform wird nicht zerstért, wenn man nachtriglich die Variablen
der ersten Klasse und ehenso die Variablen der zweiten Klasse, jede fiir
sich, der gleichen beligbigen unitiren Transformation unterwirft. Dies
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konnen wir dazu benutzen, um auch die zweite Teilmatrix in die Einheits-
matrix umzuwandeln; und so fort bis zur (m — 1)-ten. Die damit erzielte
Normalform wird nicht zerstort, wenn die Variablen jeder Klasse unter-
einander der gleichen unitiren Transformation unterliegen. Diese Trans-
formation kann man schlieflich, wie man weil, noch so bestimmen, daf
die letzte Teilmatrix A eine Diagonalmatrix wird. Nunmehr nehmen
wir eine Umnumerierung vor, indem wir zunichst aus jeder Klasse das
erste Glied auslesen, darauf aus jeder Klasse das zweite usf. Dann
zerfillt 4 in d Teilmatrizen, die sich lings der Hauptdiagonale aneinander-
reihen. Wegen der vorausgesetzten Irreduzibilitit ist nur eine davon

vorhanden: ¢ = 1, » == m. Wir haben die Normalform (die nicht aus-
gefilllten Felder ,stehen leer¢):

0 1 &

0 1 grti
4 = 0 1 , B = grt2

a 0 0 0...0 gntr—1
Die Exponenten in B sind n aufeinanderfolgende ganze Zahlen, ¢ ist eine
primitive n-te Einheitswurzel. Die Gleichung 4» = 1 liefert endlich
noch ¢ — 1. Lassen wir die Variablennummern von r ab laufen und

verstehen alle Indizes mod.n, so lauten die beiden Abbildungen:

A m = m_y, B: = &hmy.
Daraus sofort die Wiederholungen:

A% xp = x,_,, B 3, — iy, (48)

Jetzt 148t sich in aller Strenge der Grenziibergang zu kontinnier-

lichen Gruppen vollziehen. Es sei (89) die kontinuierliche zweipara-
metrige irreduzible Abelsche Drehungsgruppe. Die Basis 4P, ¢ Q sei
nach (38) normiert. Wir identifizieren in unserer Betrachtung 4 mit
dem infinitesimalen ¢ (£P), B mit ¢(y @), £ und 5 reelle infinitesimale
Kounstanten. Es ist ¢(6 P) == 45, e(r Q) — B!, wénn im Limes s = ¢,
ty = ¢ wird. & fallt mit e(£7) zusammen, & ist = e(§k7). €(z Q)
ist die Reprisentation der physikalischen Grofle ¢¢7¢; diese ist also (bei
beliebigem reellen ) der Werte fihig ¢f?é%, wo % die ganzen Zahlen
durchliuft. Mit anderen Worten: die GroBe g ist der Werte k§ fibig,
ihr Wertbereich das zusammenhéngende Kontinuum der reellen
Zahlen von —oc bis - oco. (Dabei ist ¥ freilich mod.n, k& mod.n£
zu verstehen; aber n§ ist ein Multiplum von 2 z/y, folglich im Limes
unendlich groB.) Darum schreiben wir jetzt g an Stelle von k£, unter
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¢ zugleich eine Variable verstehend, welche den Werthereich der physi-
kalischen Grifle ¢ durchlguft, und Vg_ . (g) an Stelle von z;. 9 (g) ist
eine willkiirliche komplexwertige Funktion, welche der Normierungs-
glelcliung [le@Pde =1 49)
unterworfen ist. Ihre Werte sind aufzufassen als die den verschiedenen
Werten von ¢ entsprechenden Komponenten eines ,reinen Falles* in dem-
jenigen normalen Koordinatensystem, das aus den Eigenvektoren der
GroBe g besteht. — An Stelle der zweiten Gleichung (48) erhalten wir
im Limes

V=9V Y (9 = €70 P(9): (50)
das ist die unitire Abbildung V., welche die Grofle ¢72 darstellt. Der
gleiche Grenziibergang an der ersten Gleichung liefert die unitdre Ab-
bildung

v =9Us: ¥ (9 = ¢¥(q—0) (1)
welche ¢f°P reprisentiert. Beide Abbildungen sind in der Tat unitér,
weil sie die Gleichung (49) invariant lassen; sie bilden, den verschiedenen
Werten von 6 bzw. ¢ entsprechend, zwei einparametrige A belsche Gruppen
linearer Funktionaltransformationen:

Uspo = UpUp, Verw = ViVu.
Y U, V, ist die Fuuktion ¢79. ¢ (g — 6), ¥ V, U, aber — @~ ¢ (¢ — 6),
so dal, wie es sein muf, die Kommutatorgleichung gilt:
YUV, = &% . 9V, U,.
Der Grofe e(6p + ©g) entspricht nach (37) die Abbildung
V(@ > ¥ (Q) = eI ey (g — o).

Geht man endlich auf die infinitesimalen Operationen zuriick — was

freilich im allgemeinen nicht zweckmiBig ist —, so bekommt man als
Représentation von
LAY (9) ‘
p: 0P — i 1y von ¢q: 0 = ¢q.v¢(q) (52)

Damit sind wir bei der Schrddingerschen Fassung angelangt.
Die Eigenfunktionen 4, (¢) seiner Wellengleichung haben danach die Be-
deutung, dal sie die unitdre Transformation angeben, welche zwischen
den beiden Hauptachsensystemen der Griofe ¢ nnd der Energie B ver-
mittelt. Im Hinblick auf den ersten Teil ergeben sich daraus die be-
kannten Paulischen Ansitze fiir ihre Wahrscheinlichkeitsbedeutung.
Die Ubertragung auf mehrere Freiheitsgrade ist miihelos durch-

tithrbar. Die Kinematik eines Systems, die durch eine konti-
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 46, 8
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nuierliche Gruppe ausgedriickt wird, ist darum durch die Zahl
der Freiheitsgrade f eindeutig determiniert. Unsere Behandlung
ist gitlltig auch fiir den Fall, daf die GroBe ¢ eine zyklische Koor-
dinate ist, die nur mod. 2 z in Betracht kommt. Dann durchliuft v nur
die ganzen Zahlen, die Gruppe ist halb diskontinuierlich. Die Reprisen-
tationen (50) und (51) von €*? und ¢#°? bleiben bestehen; aber da z nur
gaunzzahlige Werte annimmt, hat es keinen Sinn mehr, den Grenziibergang
7 — O zu vollziehen. Eine ,physikalische Grofe ¢“, welche durch eine
Hermitesche Form zu reprisentieren wiire, gibt es iiberhaunpt gar nicht,
wohl aber z. B. cos (q

Oft ist es zweckmiBig, Koordinaten und Impulse zu vertauschen,
an Stelle der Komponenten 1 (g) der Vektoren die Komponenten ¢ (p)
im System der Eigenvektoren von p zu verwenden. Ihr Zusammenhang

ist der durch die ,Fouriersche Transformation®
+ =c
(40 :_fe"“’c;o (p)dp

-— 20

gegebene *. Denn die Abbildung ¥, verwandelt 1 () in

+ + =
ferarrng () dp = [dirg(p —v)dp,

U, aber in

oo

+
j.e"‘lp. e" P g (p)dp.

==

Es ist also
oMV.=9p@—1), o®U; =e¢"Pgp). (53)

IIT. Teil. Das dynamische Problem.

§9. Das Gesetz der zeitlichen Verdnderung. Die Zeit-
gesamtheit. Die bisherigen Ansitze beanspruchen allgemeine Geltung.
Nicht so giinstig sbeht es mit dem dynamischen Problem, das eng
mit der Frage nach der Rolle zusammenhingt, welche Raum und Zeit
in der Quantenphysik spielen. In der Feldtheorie werden Zustands-
griBen behandelt, die in Raum und Zeit ausgebreitet sind, die Mechanik
im engeren Sinne hat es nur mit der Zeit als der einzigen unabhingigen
Versnderlichen zu tun. Die unabhiingigen Verinderlichen sind keine

* Nach einem wichtigen Satz von Plancherel (Rend. Circ. Mat. Palermo 30,
330, 1910) und Titchmarsh [Lond. Math. Soc. Proc. (2) 23, 279, 1924] hat
diese Transformation fir alle absolut quadratisch integrierbaren Funktionen einen
klaren Sinn und erhilt (bis auf den Faktor 2 =) das Quadratintegral.
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gemessenen (rofen, sie sind ein willkiirlich in die Welt hineingetragenes
gedachtes Koordinatenspinngewebe. Die Abhingigkeit einer physikalischen
GroBe von diesen Variablen ist also auch nicht etwas durch Messung zu
Kontrollierendes; erst wenn mehrere physikalische Grifen vorliegen,
kommt man durch Elimination der unabhingigen Verinderlichen zu Be-
ziehungen zwischen beobachtbaren Grofen. Es mag sein, daf unter diesen
ZustandsgriBen die Raumkoordinaten eines Elektrons auftreten; gemessener,
real markierter Ort und natiirlich auch real markierte Zeit sind Zustands-
grofen und werden also durch Hermiteschen Formen zu reprisentieren
sein. Diesem Sachverhalt gegeniiber ist die nicht-relativistische Mechanik
in der gliicklichen Lage, die Zeit als ZustandsgrioBe ignorieren zu kinnen,
wiithrend die Relativititsmechanik parallel mit den mefbaren Raum-
koordinaten auch die meBbaren Zeitkoordinaten der Teilchen benbtigt.
Eine vollstindige Durchfithrung der Quantentheorie liegt bisher nur in
dem Umfang vor, in welchem die Zeit als einzige unabhingige Variable
und die Zeit nur als unabhiingige Variable auftritt.

Da die Hermitesche Form, welche zu einer physikalischen GriBe
gehort, nichts zu tun hat mit besonderen Werten, welche die Grofe unter
Umstinden, insbesondere im Laufe der Zeit annimmt, bleibt sie von der
Zeit unberiihrt. Was sich im Laufe der Zeit £ #ndert, ist allein der
reine Fall ¢ (f). Das dynamische Gesetz gibt die infinitesimale Ver-
schiebung amn, die r (f) wihrend des Zeitelements d¢ erfshrt:

dr _ 2mi

at b
Hier ist +F die infinitesimale unitire Abbildung, welche mit der die
Energie reprisentierenden Hermiteschen Form E gekoppelt ist, & das
Wirkungsquantum. Die mit dem Vorriicken der Zeit wm dt verbundene
Anderung A4 (x + dr) — A(y) irgend einer Hermiteschen Form A4 (v) ist,
wie man leicht ausrechnet,

d4 =

L E. (54)

2midi
h

dE ist = 0. Bringt man die Hermitesche Form E der Energie auf

FA— AE). (55)

Hauptachsen:
EQ@) = E x,0, + Eyny2y + -+ + E,2,%,, -
so bezeichnen die Nummern 1 bis # die moglichen Quantenzustinde, E;

die zugehdrigen Energiestufen, und in den Gleichungen (54) separieren

ich die Variablen:
sich die Variablen iz, B Qi

T TR ™

3%
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Die Integration lifit sich sofort ausfithren:

2xtE) -
zy (t) :xv.e< ﬂ}:_ ”).

Die Hermitesche Form
AQR) = 2 _a;wxy?vv
ist nach Ablauf der Zeit t iibergegangen in

E a’,uku(t) 51'0) = Zd,uv(t) w‘ttﬁv‘

(36)

mit
() = a#v'.e<2_”f_(§;_:_£”_)).
Die Komponenten a,, im Hauptachsensystem der Energie fiihren also
einfache Schwingungen aus mit den Bohrschen Frequenzen. Nach (56)
bleiben nicht nur die Energiestufen E, wihrend der Bewegung erhalten,
sondern auch die Haufigkeiten |, (f) |> = |,|?, mit denen sie vertreten sind.
" Das bisher Gesagte gilt fiir ein abgeschlossenes System. Wenn
man innerhalb eines abgeschlossenen Systems ein Teilsystem ins Auge
faft, das unter dem EinfluB des Restes steht, dessen Riickwirkung auf den
Rest aber vernachlsissigt wird, so hat man den Fall der von auBen ein-
gepragten Krifte: die Hamiltonsche Funktion hingt explizite von der
Zeit ab. Die Hermiteschen Formen, welche die Energie und andere
Grofen o am System darstellen, sind Funktionen der Zeit: 4 — A (¢;1).
Das Gesetz der zeitlichen Verschiebung des reinen Falles y(f) bleibt das
gleiéhe. Die Formel (31) in § 6 gestattet die integrale Aneinanderreihung
der von Schritt zu Schritt in der Zeit sich vollziehenden infinitesimalen
Drehungen (54). So berechne man die Drehung U (¢,, ¢,), welche von 2 (#,)
zu r(t,) filhrt. Findet die Einwirkung von aufen nur in dem Zeit-
intervall ¢, ¢, statt, wihrend vor ¢, und nach ¢, das System abgeschlossen
ist, so entmimmt man der Matrix U(,, ?,) insbesondere, wie sich die
Wahrscheinlichkeiten fiir die verschiedenen Energiestufen E, durch die
Einwirkung verschoben haben. Darauf bezieht sich die Untersuchung
von M. Born iiber das Adiabatenprinzip in der Quantenmechanik *,
Wenn die Zeit nicht meBbare Grofe, sondern nur unabhingige
Variable ist, haben nur solche Beziehungen konkrete Bedeutung, aus denen
die Zeit eliminiert ist. Tatbesfinde von diesem Charakfer sind in der
Quantenmechanik eines abgeschlossenen Systems: der Wertevorrat,
welchen eine gegebene (Grofe durchlaufen kann, und die zeitlichen
Mittelwerte der Wahrscheinlichkeiten W (y), mit denen eine gegebene

* ZS. f. Phys. 40, 167, 1927.
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Griofle Werte in gegebenen Grenzen anmimmt. Handelt es sich um den
reinen Fall

r: %y = cye(py) (¢y = 0, p, reell),
so durchlduft ¥ (f) nach (b6), wenn die Energiestufen mnicht speziellen
linearen Rationalititsbeziehungen gentigen, gleichm#biy dicht das ganze
durch

2| =y |zl =€ ooy o] = 6a
definierte Gebilde $ von # reellen Dimensionen. In den Ausnahmefillen
reduziert sich die Dimensionszahl®*  Zur Berechnung der zeitlichen
Mittelwerte ist tiber dieses gleichmifig dicht von der Zeitkurve erfiillte
Gebiet H, die ,Zeitgesamtheit*, zu integrieren.

Ich erinnere noch kurz an die Beziehung der Energie und der
Hamiltonschen Gleichungen zu den kanonischen Variablen. Hat das
mechanische System einen Freiheitsgrad und ist eine Funktion (42) der
kanonischen Variablen p, ¢ reprisentiert durch die Matrix (41), so sind

or . of _
%%fpv E;i—fq

gemiB unserer Festsetzung die beiden Ableitungen

reprasentiert durch

8

T
F, =i

—

e(6P +t@Q).6£(6,v)dadr,

e(@P +1¢).7&(6,7)dodr,

[ =t |t
3 8

L
F, =i

—

R

da entsprechende Fourierentwicklungen fiir £, und f; gelten. Wegen (38)
ergibt die Kommutatorregel (35), wenn man U(r) wieder infinitesimal
werden 14Bf, die beiden Gleichungen

P.e(@P+tQ)—e(@P+7¢).P =1.¢(6P-+1Q),
Qe(@P+sg)—e(@P+1Q).¢= —0.¢(6P+2Q),

—F, = i(QF — FQ), F, =i(PF—FP).

also

Das dynamische Gesetz (54) liBt sich daher, wenn f(p,q) die Energie-

funktion ist, nach (55) so fassen:
dP 2= dQ 2=z

at T T at T T

Daraus sieht man: wenn « und b zwei reelle Zahlen vom Produkt /4 /2 T

_,

sind, reprisentieren ¢ P und b GroBen, welche kanonisch sind in

* Vgl. H. Weyl, Uber die Gleichverteilung von Zahlen mod. Eins, Math.
Ann. 77, 313, 1916.
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dem Sinne, daf fir sie die klassischen Bewegungsgleichungen
gelten. Auf diese Weise wird in konkreten Beispielen die Bestimmung
der Energie als Grofle im Gruppengebiet durchgefiihrt. Bei solcher
Beschreibung kommt das Wirkungsquantum nur einmal vor: in dem
dynamischen Gesetz und nicht in den Vertauschungsrelationen. Sie
basiert auf der Uberzeugung, daB die formalen Beziehungen der klassischen
Physik als solche zwischen den reprisentierenden Matrizen, nicht zwischen
den angenommenen Werten, bestehen bleiben.

Will man den geriigten Mangel des Zeitbegriffs der alten vor-
relativistischen Mechanik aufheben, so werden die meBbaren Grofen:
Zeit t und Energie E, als ein weiteres kanonisch konjugiertes Paar aui-
treten, wie ja bereits das Wirkungsprinzip der analytischen Mechanik
erkennen lift; das dynamische Gesetz kommt ganz in Fortfall. Die
Behandlung eines Elektrons im elektromagnetischen Felde nach der
Relativititstheorie durch Schriodinger u. a. entspricht bereits diesem
Standpunkt *  Eine allgemeine Formulierung legt noch nicht vor.

§ 10. Kinetische Energie und Coulombsche Kraft in der
relativistischen Quantenmechanik. Innerhalb des Schemas, das
die Zeit nur als unabhingige Variable kennt, ist wenigstens eine halb-
relativistische Mechanik moglich, welche den richtigen Ausdruck fiir die
kinetische Energie verwendet, aber die potentielle Energie nach wie vor
als eine Funktion der Lagekoordinaten, und das heifit doch genauer:
ihrer simultanen Werte, annimmt. Zur Illustration der Theorie behandle
ich den Fall eines oder mehrerer Teilchen, deren Lage durch ihre recht-
winkligen Koordinaten x, i, # gekennzeichnet wird. Der Ausdruck der
kinetischen Energie in den zugehorigen Impulsen u, o, w lautet, wenn m
die Masse des Teilchens bedeutet und ¢ die Lichtgeschwindigkeit:

cYm2e® + u? + o® + wl

Fiir die Durchrechnung ist es zweckm#Big, die Koordinaten und Impulse

des Teilchens anf die Mafleinheiten Z_nhM bzw. me¢ zu beziehen; dann

sind sie dimensionslose Grofen und zugleich mit der von wuns befiir-
worteten Normierung der kanonischen Koordinaten in Einklang. Es
handelt sich darum, die Abbildung oder Hermitesche Form zu kon-
struieren, welche dieser Grofe entspricht im Raume der Funktionen
¥ (z, y, 2). Als Musterbeispiel diene der eindimensionale Fall. Es ist

* Siehe etwa E. Schridinger, Abhandlungen zur Wellenmechanik, Leipzig
1927, 8.163, — Ann. d. Phys. (4) 81, 133, 1926.
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die Fourierzerlegung von Vl + #? vorzunehmen. Im Sinne friiherer
Bemerkungen hat man diese Funktion zunichst etwa durch

e= el Y1 4 u? (37)

zu ersetzen mit einem kleinen positiven o und dann & gegen O konver-
gleren zu lassen. Setzen wir

R rzu“/l +u2 e toudy — G, (6)7 (58)

Q-

O!_——)8

so ist die der Grifle (57) korrespondierende Abbildung
+ o 4 oo
V@) > V@) = [ (@ —0) G4 (6)d6 = [ Gulo— O v(E) AL (BY)
die Hermitesche Form der willkiirlichen Funktion o (x) lautet:

+ oo
[[Gele—Dv@ v @ daat

Um an der geraden Funktion G, (¢) fiir 6 > 0 den Grenziibergang
zu o — 0 zu vollziehen, sehlagen wir in dem Integral, von dem x &, (6)
nach (58) der Realteil ist, den Integrationsweg in die negative imaginire
Halbachse hinitber: 4 = —4¢, indem wir die Singularitit v — —¢
nach rechts hin umgehen:

1 oo
— z‘je-<u~w>t1/1 _t2dt-je—w—m>tvt2 — 1dt. (60)
Q0 1
Im Limes fiir @ = O ist der Realteil also
17 ———
G(G):—;}e*"thz—ldt @ > 0).

1

Daraus liest man sofort ab, daf
1
— G (6) == —— —
@ = — —T'©)

ist, wo I" fiir 6 = O nur noch logarithmisch unendlich wird. In (59)
macht der Grenziibergang zu ot == 0 an dem I'Teil keine Schwierigkeit.
In (60) ist der erste Summand bei o 4 i6 == O reguldr, der zweite hiingt
eng mit derjenigen Hankelschen Zylinderfunktion erster Ordnung H
zusammen, die mit positiv wachsendem ¢ exponentiell zu O geht; er ist
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H (o 4 i06)
o+ i
Teil, der an der kritischen Stelle @ 4+ i6 =— 0 nur logarithmisch un-

nimlich = Darum ist bis auf einen additiv hinzutretenden

endlich wird,

1 1
Ga(®) ~ — F—s

So kommt als Reprisentation der kinetischen Energie die Operation

4+ o
V@) > ¥ (@) = $* @) + [ D@ —Hy@dé, (61)
1Ty @ae
—ve = mx [EOF

— 00

(der Einfachheit halber ist ¢ reell angenommen). Der Grenziibergang ist
so zu verstehen, daf ¢ komplex — % -+ ¢y ist mit positivem Imaginir-
teil y und y zu O strebt. Das in der letzten Gleichung hinter dem
Zeichen R stehende Integral ist das i-fache der Ableitung derjenigen
analytischen Funktion in der oberen Halbebene y > 0, deren Realteil ¢
auf der reellen Achse mit unserem (z) zusammenfillt. — ¢*(x) ist

d
demnach die nach der inneren Normale » genommene Ableitung ;a‘li—fl,

dieser Potentialfunktion am Rande. Da das iiber den Rand erstreckte

d . .
Integral von — 1[;% nichts anderes ist als das Dirichletsche Integral
7
D(4y) tiber die obere Halbebene, haben wir schlieflich als die der GroSe

Vl + 4? zugehorige Hermitesche Form:

+ o
DW+[[Te—Hv@vEdvat

Wenn es sich um ein einzelnes Teilchen handelt und eine (in der Einheit
mc? gemessene) potentielle Energie V(z) da ist, besteht das Eigenwert-
problem darin,

+ o0 + 20 ‘
D)+ [[Ie—de@v®dedi + [ V@) v* @) da
+ =20
zum Extremum zu machen unter der Nebenbedingung j‘ngdx — 1. Die

Extremalwerte 4 sind die Energiestufen.
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Es ist klar, daf die Operation (61), wenn sie zweimal ausgefiihrt
wird, zu derjenigen fiihren muB, die 1 4 p* korrespondiert, d.i. zu

2 .
¥ (») + Z—wg) . Deshalb kann die Schwingungsgleichung fiir das einzelne
+

Teilchen auch in der Form einer gewohnlichen Differentialgleichung
angeschrieben werden:

Y _ b
=@ =G — V@) Y@

Aber hier tritt der Eigenwertparameter A nicht mehr in linearer Weise
auf, und die Halfte der Higenwerte sind falsche. Auf solchem Wege
gelang es Schrodinger und P. Epstein, die Energiestufen und Eigen-
funktionen des Wasserstoffatoms relativistisch zu berechnen®  Wenn
aber mehrere Teilchen im Spiel sind, ist es unméglich, durch Iteration
zu Differentialgleichungen zu gelangen.

Weénn die wirkenden Krifte Coulombsche Kriafte sind, die von
einem festen Kern ausgehen, ist es zweckmiBig, die Komponenten ¢ der
reinen Fille im Hauptachsensystem der Impulskomponenten zu benutzen.
Die kinetische Energie ist dann einfach reprisentiert durch die Multi-
plikation -

p—> 9 @ (uv,w) = V1 + 5%, @ (u, v, w)
(s? == u? 4 o? + w?).

Es gilt, die reprisentierende Hermitesche Form fiir das Potential 1/#

(* = 4* +¢* + 2% zu finden. Aus Konvergenzgrinden werde 1/
e—lr

zunichst ersetzt durch ; wo I eine kleine positive Konstante ist.

Fir das Integral in der Fourierzerlegung dieser Funktion

1 +me“” .
(—2—”)3 [jj r Cui(ax+ﬁy+yz)dmdyd5

findet man leicht durch Einfithrung von Polarkoordinaten

4x

12_}_—62 (62 —_— a2 + ﬁ2 + ,)}2)

* E.Schrédinger, Abhandlungen zur Wellenmechanik, 1927, S. 164, — Ann.
d. Phys. (4) 81, 134, 1926. P. S. Epstein, Two Remarks on Schrodinger’s
Quantum Theory, Proc. Amer. Nat. Acad. 18, 94, 1927.
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Die gesuchte Abbildung ist also diejenige, welche ¢ (1, v, w) verwandelt in

+ o
1 ( dadfd
pq’(uy%w):_g ¢(u+“1”+ﬁyw+?)~a—~g~—7
2 x 6
1 S (o, Byy)decdfBd
— ‘P“} 7? 2 y 6(
Wm<u—a>2+w~ﬂ>*+<w—y>2 ¢
2 o
- ;jMa(«p)da-

0
In der letzten Gestalt bedeutet M, () den Mittelwert der Funktion ¢
auf der Kugel vom Radius ¢ um den Punkt (4, v, w) im Impulsraum.
Behilt man ! zunéichst noch bei, so tritt im Ausdruck (62) der Summand 7
im Nenner hinzu. Die Funktion, die sich so ergibt, ist im vierdimen-
sionalen Raum mit den Koordinaten w, v, w,! diejenige Potentialfunktion F,
welche aus der Massenbelegung der ,Ebene® I — 0 mit der Dichte ¢
entsteht. P sind ihre Werte auf der belegten Ebene. Da offenbar

<+ 20
H’j dodfidy  const

3 .9
Ti0730 T1a

o
— ot

ist, wo 1, 2, 0 = (a8 y) drei Punkte im Impulsraum bedeuten und r,,,
Fqos Tyg ihre gegenseitigen Abstinde, liefert die Wiederholung P? von P
den Prozef, der im dreidimensionalen Impulsraum ¢ iberfithrt in die
durch die Raumbelegung ¢ erzeugte Potentialfunktion @. Es gilt be-

kanntlich
e oo 0D
0@ T o T o T
Man wird nach Kﬁgelfunktionen zerspalten. Benutzt man die oben
erwihnte vierdimensionale harmonische Funktion ' und macht den Ansatz

F =Y, F(sl,

in welchem Y, eine nur von der Richtung u:v:w abhingige Kugel-
funktion n-ter Ordnung sein soll, so geniigt im oberen Halbraum Z > 0
der nur von s und ! abhingige Faktor F der Gleichung

0 (,0F\  ,0F ,

s .35 B—g—) -+ szb—z-é— = nm -+ 1DF,
und die Operation P bedeutet den Ubergang von den Randwerten ihrer
normalen Ableitung zu ihren eigenen Randwerten. Vielleicht ist es
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bequemer, statt '(s,7) die Funktion s¥ (s, 1) = F* (5,1) zu benutzen. Fiir
sie lautet die Differentialgleichung

0*F*  P*F*  n(n+ I)F*

08 or & '
F* ist eine Funktion in der oberen Hilfte { > O einer (s, I)-Ebene, welche
bei Spiegelung an der /-Achse ungerade ist. — Indem man in (62) den
Faktor 1/R?,

RR=w—o)+ ©—p)P+ (w—p)? = 5"+ 6" — 256 cos 9,
nach Kugelfunktionen P, (cos &) entwickelt:
% — ZEIE,E, @n + 1)L,. P, (cos §),

erhilt man, wenn analog

@ = YnS(p*(S)

angesetzt wird, als Ausdruck der Operation P an solchen Funktionen die

Formel ) o 'y g
8 g
* — il ———— ) .
¥ (s)»ZnJIn(\ T ) 9* @) do,
0 1
[ Pa(wdx
%@—j7tr'

—1

Wenn das Einkérperproblem vorliegt, wird man, auf die Gefahr hin,
eine Serie falscher Eigenwerte einzuschmuggeln, P iterieren und dadurch
zu einer reinen Differentialgleichung kommen. Fiir das nichtrelativistische
Wasserstoffatom sind die Eigenfunktionen g, (u, v, w), die durch die
Fouriersche Transformation aus den Schrodingerschen Eigenfunk-
tionen 4, (x, y, £), den Laguerreschen Polynomen, hervorgehen, in
meiner Dissertation angegeben®. Sie konnen auch sehr schén direkt auf
dem hier skizzierten Wege gewonnen werden. Im Mehrkorperproblem
versagt die Iterationsmethode. ‘

Coulombsche Krifte zwischen mehreren beweglichen
Teilchen. Dem reziproken Abstand 1/r,, zweier Teilchen 1 und 2
entspricht im Gebiet der Impulsfunktionen ¢ (u,, v,, Wi Uy, Uy, W), Wie
man auf die gleiche Weise erkennt, die Abbildung

+ oo

, 1
> = mjjjw(u1+“: 7)1+ﬁ7 w, + p;

s . dadfd
tat e vy B )
v H 1

# Math. Ann. 66, 307—309, 317—324, 1908.
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Die Bezeichnung soll natiirlich nicht ansschlieBen, daf ¢ auch von den
Impulsen der tibrigen Teilchen abhingt, diese werden aber von der Trans-
formation nicht mit betroffen.

Mathematischer Anhang.

Beweis des Satzes von der Hauptachsentransformation
einer unitiren Abbildung. Ist die unitdre Abbildung A = | as ||
gegeben, so bestimmen wir einen Vektor r =0, der durch A in ein
Multiplum von sich selber iibergeht:

n
vA = ¢r oder > a;a; = &xp (63)

i =1
Wiahlen wir ¢ als eine Wurzel der Sikulargleichung
det (1 — 4) = 0,

so existiert tatsichlich ein derartiger Vektor y = e¢,. Indem wir seinen
Betrag zu 1 normieren, erginzen wir ihn durch weitere » — 1 Vek-
toren e,, ..., ¢, zu einem normalen Koordinatensystem. Da in ihm die
Gleichungen (63) fir e, d.i. fir s, =1, =0, ..., 5, =0 erfillt
sind, ist jetzt
Uy ==& Gy =+ = g = 0.
Die Quadratsumme der absoluten Betrige der ersten Koeffizientenzeile
in A muf 1 sein, darum ist |¢| = 1. Aber auch die absolute Quadrat-
summe der Glieder, welche in der ersten Spalte stehen, ist — 1, und
das liefert .
Pofag, P+ o+ an P =1, @y, == a,, =0.

Das ist der entscheidende Schluf. Die Matrix A4 zerfillt nunmehr in

der aus dem Schema ersichtlichen Weise:

¢ 0 o ...0

0 ay @y, Qap
0 a;, 0y Osn
0 @,y ans - - . g

Durch Induktion in bezug auf die Dimensionszahl » ist damit der Beweis
vollendet.

Liegt die unitire Abbildung 4 in der Normalform vor, mit den
Termen a; in der Hauptdiagonale, so gentigen der Gleichung (63) offenbar
alle und nur diejenigen Vektoren, welche sich aus Grundvektoren e; zu-
sammensetzen, fiir die @; =— & ist. Daraus geht bervor, dal die ver-
schiedenen Eigenv’verte a, a”, ... mit ihrer Vielfachheit und die zu-
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gehorigen Teilriume R (a), R(a”), ..., von denen in § 1 die Rede war,
eindeutig durch A4 bestimmt sind.

Wenn A= ||a;;|l, B==||b;x|| vertauschbare unitire Matrizen
sind, lassen sie sich simultan auf Hauptachsen transformieren,
Beweis: A kann sogleich in der Normalform angenommen werden, in
welcher nur Glieder a; in der Hauptdiagonale auftreten. Die Vertausch-
barkeitsforderung besagt

(a; — ag) by, = O. (64)

Wir teilen die Indizes in Klassen, indem ¢ und % in dieselbe Klasse
kommen, wenn a; = a; ist. Die Gleichung (64) zeigt, daf b;, — O ist,
wenn die Indizes ¢ und k verschiedenen Klassen angehtren; d. h. B zerfallt
in der gleichen Weise in Teilmatrizen: B’, B”, ..., die sich lings der
Hauptdiagonale aneinanderreiben, wie sich die @; in Klassen unter-
einander gleicher aufteilen: a', a”, ... Die Abbildung B 148t die zu den
Eigenwerten o', a", ... gehirigen Teilriume R(a"), R(a"), ... einzeln
invariant. Die Normalform von A wird nicht zerstort, wenn die Variablen,
welche der gleichen Klasse angehtren, untereinander unitir transformiert
werden. Durch geeignete Wahl dieser einzelnen wunitiren Transforma-
tionen in den Raumen R (a’), R(a"), ... konnen aber B', B", ... auf die
Normalform gebracht werden. — Das Verfahren ist ohne weiteres auf
irgend eine kommutative Gesamtheit von unitiren Matrizen zu iber-
tragen.

Der Satz von der Hauptachsentransformation der Hermiteschen
Formen ist ein Grenzfall des soeben bewiesenen, kann aber auch nach
der gleichen Methode direkt abgeleitet werden. Der Schluf von

a12:"”:a’ln:0 a,uf “21:"'——:“711:0

geschieht hier vermige der Symmetriebedingung az; = ay;.

Beweis des Satzes, dafl eine unitdre Abbildung 4 not-
wendig = &1 ist, wenn sie mit allen unitiren Abbildungen
eines gegebenen irreduziblen Systems Il vertauschbar ist.
Man fiihre dasjenige normale Koordinatensystem ein, in welchem A mit
den Eigenwerten a; zur Diagonalmatrix wird. Sind nicht alle a einander
gleich, so zerfallen die simtlichen Matrizen U der vorgegebenen Gesamt-
heit in der gleichen Weise, wie die @; in Klassen untereinander gleicher
zerfallen; A bewirkt dann einen simultanen Zerfall aller Matrizen des
Systems 1L
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Den Satz iiber die lineare Transformation einer nicht-
ausgearteten schiefsymmetrischen reellen Bilinearform

f
> Grmiye (G = — ) (65)
i k=1
beweist man so. Man fasse das einzelne Zahlsystem (z,, x,, ..., %) als

einen Vektor y auf und bezeichne (65) als das schiefe Produkt [yy] der
beiden Vektoren ¢ und § = (y;). Man wihle einen Vektor ¢, 7= 0. Nach
Voraussetzung ist {e, r] nicht identisch in y gleich 0; ich kann also einen
zweiten Vektor ¢, so finden, daB fe,e,] — 1 ist. Die simultan zu er-
filllenden Gleichungen
[e,2] =0, [eg2] =0

haben mindestens f — 2 linear unabhingige Losungen e,, ..., ¢n Auch
zwischen ihnen und e, e, findet keine lineare Relation statt. Denn ist

r=§¢+ eyt et o+ =0
so folgt durch Bildung der beiden schiefen Produkte [e;z] = &,
egt] = — &, daB £, — £, =— O wird. Man kann also e, e, ..., ¢ als
Koordinatensystem, als Vektorenbasis verwenden. In den darauf beziig-
lichen Komponenten §;, %, der beiden Vektoren r und y laute das schiefe
Produkt

i
[ty = X pudine
k=1

Gem#f der Bestimmung der Grundvektoren gilt fir die Koeffizienten
yir = [e; e

Yi=0 =1 pyp:=0..,1n=0

Yar = — L 9oy = 05 755 =0, .y 1o, = 0.
Wegen der schiefen Symmetrie sind infolgedessen auch alle g4, 7;0
mit ¢ = 3, ..., [ gleich 0; und die Matrix der y;; zerfillt in das zwei-

reihige Quadrat und eine (f — 2)-dimensionale schiefsym-

0 1|
'_1 0l
metrische Matrix. Durch Induktion in bezug auf die Dimensionszahl f
ergibt sich der behauptete Satz.




